




















SURFACES KÄHLÉRIENNES DE VOLUME FINI ET
ÉQUATIONS DE SEIBERG-WITTEN
YANN ROLLIN
Abstrat. Let M = P(E) be a ruled surfae. We introdue metris of
nite volume on M whose singularities are parametrized by a paraboli
struture over E . Then, we generalise results of Burnsde Bartolomeis
and LeBrun, by showing that the existene of a singular Kähler metri
of nite volume and onstant non positive salar urvature on M is
equivalent to the paraboli polystability of E ; moreover these metris all
ome from nite volume quotients of H2 × CP1. In order to prove the
theorem, we must produe a solution of SeibergWitten equations for
a singular metri g. We use orbifold ompatiations M on whih we
approximate g by a sequene of smooth metris ; the desired solution for
g is obtained as the limit of a sequene of SeibergWitten solutions for
these smooth metris.
1. Introdution
L'existene de métriques de Kähler à ourbure salaire onstante sur les
surfaes omplexes est un problème ouvert dans lequel de réentes avanées
mettent en évidene l'importane de la notion de stabilité ([BB℄, [L℄ et [LS℄).
Dans le as d'une surfae géométriquement réglée de la forme M = P(E),
où E est un bré holomorphe au dessus d'une surfae de Riemann hyper-
bolique ompate Σ, Burns et de Bartolomeis ont démontré que les seules
métriques kählériennes à ourbure salaire s = 0 sont des produits loaux ;
par le théorème de NarashimanSeshadri, ette ondition est équivalente à
la polystabilité de E . Puis e résultat à été généralisé par LeBrun au as
s < 0 en utilisant la théorie de SeibergWitten.
Mehta et Seshadri étendent les résultats de [NS℄ en volume ni grâe à
la théorie des brés paraboliques et une ondition de polystabilité parabolique
(pour une démonstration à la Donaldson [D℄ de leur résultat f. [Bi℄).
D'après [MS℄ es brés orrespondent, en rang 2, aux as où la surfae réglée
M est un quotient de volume ni Σ×ρ CP1, provenant d'une représentation
ρ : π1(Σ) → PU(2), où Σ = Σ \ {Pi} est une surfae de Riemann de type
hyperbolique obtenue en enlevant un nombre ni de points appelés points
paraboliques à une surfae de Riemann ompate. En munissant le premier
fateur de la métrique hyperbolique à ourbure −1 et le seond de la métrique
de Fubini-Study à ourbure c > 0, on en déduit une métrique kählérienne gˆ à
ourbure salaire s = 2(c−1) sur M . Dans des oordonnées loales adaptées
(t, θ, u) ∈ R× S1 × CP1 sur les bouts de M , où u est une oordonnée ane
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sur CP1, la métrique gˆ est donnée par
gˆ = dt2 + e−2tdθ2 +
4/c
(1 + |u|2)2 |du− iαudθ|
2,(1)
où α ∈ [0, 1[ est le poids de ette singularité appelée bout parabolique. Nous al-
lons étendre les résultats de [BB℄ et [L℄ à e adre de volume ni en supposant
que les métriques onsidérées sont asymptotiques au sens C2 au modèle loal
déni par (1).
Théorème A. Soit E → Σ un bré parabolique holomorphe tel que Σ =
Σ \ {Pi} soit hyperbolique. Soit M = P(E) la surfae omplexe réglée asso-
iée restreinte au dessus de Σ. Alors M admet une métrique kählérienne gK
à ourbure salaire onstante s ≤ 0 asymptotique au modèle loal si et seule-
ment si le bré E est paraboliquement polystable. Dans e as, la métrique gK
se déduit à un biholomorphisme et une onstante près du modèle (Σ×ρCP1, gˆ)
où ρ : π1(Σ) → PU(2) est une représentation assoiée au bré parabolique
polystable E.
Remarque : si gK admet au moins une singularité, son omportement
asymptotique impose que la onstante du théorème soit égale à 1.
On renontre la diulté majeure de la démonstration dans le as s < 0,
où pour proéder suivant la méthode de LeBrun on doit extraire une solution
(A,ψ), susamment régulière, des équations de Seiberg-Witten
DAψ = 0
F+A = q(ψ)
pour une métrique g asymptotique au modèle loal et la struture spinc
anonique de M . En l'absene de singularités, Le Brun utilise la théorie des
invariants de Seiberg-Witten sur les variétés ompates, e qui n'est pas le
as de M . Pour traiter e problème, on montre dans la setion 2 que lorsque
les poids des singularités sont rationnels, M admet une ompatiation
orbifold M =M ∪D, où D est une réunion de diviseurs de la forme CP1/Zq ,
sur laquelle on peut approximer g par une suite de métriques lisses gj . On





où les perturbation ̟j se onentrent vers le ourant d'intégration sur D.
En alulant l'invariant des équations de SeibergWitten qui dépend d'une
ertaine ondition de hambre pour la métrique gj , nous obtiendrons une
suite de solutions (Aj , ψj) que nous ferons onverger vers une solution (A,ψ)
des équations non perturbée pour la métrique limite g grâe au théorème
suivant :
Théorème B. Soit g une métrique sur M asymptotique au modèle loal
gˆ ave des poids α(Pi) rationnels et soit gj la suite d'approximation de g
sur M . Soit (Aj , ψj) une suite de solutions des équations de Seiberg-Witten
perturbées assoiées à la struture spinc anonique induite par la struture
omplexe et aux métriques gj sur M . Alors quitte à faire des hangements
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de jauge et à extraire une sous-suite, (Aj , ψj) onverge au sens C
∞
sur tout
ompat de M vers une solution des équations non perturbées (A,ψ) pour la
métrique g vériant
 A = Aˆ+ a ave a ∈ L21(g),
 ψ ∈ L21(g) relativement à ∇Aˆ,
où Aˆ est une onnexion induite par le modèle loal kählérien gˆ sur le bré




 On pourra se référer à [Bi2℄ pour une autre appliation des équations
de SeibergWitten à des métriques d'Einstein de volume ni.
 Il serait naturel que l'existene de la solution (A,ψ) obtenue par e
théorème soit assurée par une théorie de SeibergWitten développée
diretement pour les métriques asymptotiques au modèle loal. Notons
que la onstrution de l'espae des modules orrespondant et la ques-
tion de sa ompaité posent des problèmes tehniques importants que
notre méthode ne résout pas (f. par exemple [KM℄ pour des métriques
asymptotiquement plates).
 La perturbation ̟j est néessaire pour que la onnexion A soit dénie
sur le bon bré et s'explique au niveau des équations par le fait que
la métrique g apparaît omme une limite de métriques sur la variété
ompate moins une bulle de ourbure positive.
La première étape dans la démonstration du théorème B (f. setion 3)
onsiste à développer une théorie de Hodge pour les métriques g et gj via
des inégalités de Poinaré uniformes. À l'aide d'un lemme de Poinaré loal
près de D pour la ohomologie L2, on démontre un isomorphisme
HkL2(M) ≃ HkDR(M),
puis on démontre pour k = 1 ou 2 que les représentant gj-harmoniques d'une
lasse de ohomologie onvergent vers le représentant g-harmonique L2 sur
tout ompat deM . À partir de là on possède tous les outils néessaires pour
faire onverger les onnexions, pour démontrer le théorème au 4.2 puis pour
aluler l'invariant de SeibergWitten des métriques gj au 4.5. Dans le as
de poids irrationnels, on n'a plus de ompatiation orbifold adéquate et on
doit faire une onvergene en deux temps en ommençant par approximer
les poids irrationnels par des poids rationnels (f. 4.4).
Sur les élatements de surfaes réglées. La struture parabolique, en haque
point P non trivial d'un bré E (f. 2.2 pour la dénition), détermine
une droite omplexe de EP , don un point Q de de la surfae ompate
M̂ = P(E)Σ et un poids α = α2 − α1. Le problème d'existene de métriques
de Kähler à ourbure salaire onstante sur l'élatement M˜ de M̂ aux points
Qi a été abordé par LeBrun et Singer lorsque M̂ possède des hamps de
veteurs holomorphes périodiques et s = 0 : suivant [LS℄, de telles métriques
existent si et seulement si E est paraboliquement polystable.
La forme de Kähler ω de la métrique gˆ, bien que singulière sur M̂ , or-
retement interprétée omme un ourant positif (f. [CG℄), se relève en un
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ourant positif ω̂ appelé transformée strite de ω sur l'élatement M˜ tel que
0 < α =
ω̂ · [E]
ω̂ · [F ] ,
ave E le diviseurs exeptionel au point Q et F une bre générique. Cette
identité est préisément elle vériée par les lasses de Kähler onsidérées
dans [LS℄ et ei onstitue une indiation supplémentaire mettant en évidene
le lien entre la notion de stabilité et le problème d'existene de métriques
kählériennes à ourbure salaire onstante sur les surfaes omplexes.
Je tiens à remerier tout partiulièrement Olivier Biquard pour l'ensemble
des disussions que j'ai eues ave lui sur e sujet.
2. Surfaes kählériennes réglées modèles
2.1. Un exemple fondamental. Voii tout d'abord une famille de surfaes
omplexes réglées onstruites à partir de représentations unitaires du groupe
fondamental d'une surfae de Riemann de volume ni. Ces exemples sont
essentiels dans la théorie des brés parabolique stables omme nous le ver-
rons au 2.2.2 où nous iterons le théorème important de Mehta-Seshadri ; en
outre es exemples possèdent des métriques kählériennes modèles à our-
bure salaire onstante ave des singularités que nous étudierons préisément
au 2.3 et que nous appellerons bouts paraboliques.
2.1.1. Surfaes de Riemann hyperboliques de volume ni. Soit Γ un sous
groupe disret de PSL(2,R) agissant librement et ave ovolume ni sur le
demi plan de Poinaré H2 = {ξ ∈ C / Imξ > 0} ; le quotient est une surfae
de Riemann Σ = H2/Γ, de groupe fondamental Γ, munie de la métrique
kählérienne gΣ omplète de volume ni à ourbure −1 induite par la métrique
de Lobahevsky. Le groupe Γ agit également sur le bord à l'inni ∂∞H
2
du
demi-plan de Poinaré. Puisque Γ agit ave ovolume ni, le stabilisateur
d'un point du bord est soit trivial, soit, pour un nombre ni de points P
appelés points paraboliques, égal à 〈τ〉 ≃ Z, où τ est un élément parabolique
de PSL(2,R). On peut don, quitte à onjuguer τ par une homographie,
supposer qu'il est donné par τ : ξ 7→ ξ + u où ξ ∈ H2 et u ∈ R ; pour
simplier on supposera même que u = 2π. Au voisinage de P , le quotient
H2/Γ est isomorphe à Ia/〈τ〉, où Ia = {ξ ∈ C / Imξ > a} ave a > 0
susamment grand. On dénit alors un isomorphisme entre le disque épointé
∆∗a = {z ∈ C / 0 < |z| < e−a} et Ia/〈τ〉 par
Ia/〈τ〉 −→ ∆∗a(2)
ξ 7−→ z = eiξ ;
en utilisant le plongement holomorphe ∆∗a ⊂ ∆a, e qui revient a ajouter le
point P orrespondant à 0 dans le modèle du disque, on obtient nalement
la ompatiation holomorphe Σ = Σ ∪ {Pi}1≤i≤k.





|ξ − ξ¯|2 ,
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|z|2 ln2 |z| .
Cette métrique possède une singularité en 0 appelée usp. Nous utiliserons
souvent un autre système de oordonnées loales (t, θ) ∈ R× R/2πZ sur les
bouts de Σ déni par z = reiθ et t = ln(− ln |z|) ; dans es oordonnées
g∆
∗
= dt2 + e−2tdθ2.(3)
Réiproquement (f. [F℄), si Σ est une surfae de Riemann ompate ave
k points paraboliques marqués (Pi), alors Σ = Σ\{Pi} est hyperbolique si et
seulement si 2g(Σ)−2+k > 0 et dans e as elle admet une unique métrique
kählérienne gΣ de ourbure −1 ave des usps aux points paraboliques.
2.1.2. Représentations et surfaes réglées. Soit ρ : Γ→ U(2) une représenta-
tion unitaire du groupe fondamental de Σ. On en déduit une ation de Γ sur
H2×C2 donnée par σ · (ξ, u) = (σ ·ξ, ρ(σ) ·u) pour σ ∈ Γ et (ξ, µ) ∈ H2×C2.
Au quotient, on obtient un bré vetoriel holomorphe E = H2×ρC2 au dessus
de Σ. On en déduit une surfae omplexe réglée M = P(E) = H2 ×ρ CP1 où
ρ désigne par abus de langage la représentation projetive induite. La sphère
de Riemann CP1 est munie d'une métrique kählérienne à ourbure setion-
nelle c > 0, appelée métrique de Fubini-Study, dénie dans des oordonnées




∂∂ ln(|u|2 + |v|2) ;
dans la arte v = 1, on obtient alors
gFS =
4/c
(1 + |u|2)2 |du|
2.
La métrique produit gH
2 ⊕ gFS sur H2 × CP1 est kählérienne à ourbure
salaire onstante s = 2(c−1), ar 'est un produit riemannien de métriques
kählériennes à ourbures salaires onstantes. Le groupe d'isométries de (CP1, gFS)
est égal à PU(2), don Γ agit isométriquement sur H2 × CP1. On en déduit
par quotient une métrique kählérienne à ourbure salaire onstante gˆ surM
appelée métrique modèle. En outre, gˆ est de volume ni ar 'est un produit
loal don vol(M) = volΣ(Σ)× volFS(CP1) <∞.
2.2. Fibrés paraboliques. Une question naturelle se pose maintenant si
nous voulons fabriquer des métriques de Kähler de volume ni à ourbure
salaire onstante sur les surfaes omplexes réglées omme dans l'exem-
ple préédent : omment reonnaître elles qui sont obtenues à partir de
représentation projetive unitaire du groupe fondamental d'une surfae de
Riemann de volume ni ? La réponse à nous est donnée par la théorie des -
brés paraboliques stables développée par Mehta et Seshadri ; nous rappelons
dans ette partie des éléments de la théorie, mais pour de plus amples détails
nous renvoyons le leteur à [MS℄.
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2.2.1. Strutures paraboliques. Le bré hermitien plat E = H2 ×ρ C2 ad-
met un prolongement holomorphe au dessus de Σ sur lequel la métrique
hermitienne est singulière ; en onsidérant les morphismes bornés de brés
paraboliques, on voit apparaître naturellement la notion de struture parabolique.
Dénition 2.1 (Strutures paraboliques). Une struture parabolique sur un
bré vetoriel omplexe E → Σ au dessus d'une surfae de Riemann ompate
est la donnée d'un ensemble ni points paraboliques Pi ∈ Σ, de ltrations au
dessus des points paraboliques
EPi = F1Pi ) · · · ) Fki+1Pi = 0,
et de poids assoiés à la ltration 0 ≤ α1(Pi) < · · · < αki(Pi) < 1 ; on appelle




munit d'une struture parabolique est appelé un bré parabolique.
Remarque : pour les brés paraboliques de rang 2, on a soit ki = 2, soit
ki = 1. Dans e dernier as, la struture parabolique au point Pi est réduite
à une ltration triviale et à un unique poids de multipliité 2. Un tel point
parabolique est appelé un point trivial de la struture parabolique.






ave 0 ≤ α1 ≤ α2 < 1;(4)
on en déduit une base de setions loales holomorphes (s1, s2) de H
2 ×ρ CP1






On dénit alors une struture parabolique sur E omme suit : en un point
parabolique P de Σ tel que α1 < α2, on pose F2P = Cs2(P ), α1(P ) = α1 et
α2(P ) = α2. Si α1 = α2, on déide que P est un point trivial de la struture
parabolique ave un unique poids α1(P ) = α1.
Ave ette dénition de struture parabolique, on peut voir failement que
les isomorphisme de E bornés relativement à la métrique hermitienne sont ex-
atement eux qui respetent les ltrations au dessus des points paraboliques.
2.2.2. Stabilité parabolique et théorème de MehtaSeshadri. Dans le 2.2.2,
E → Σ désignera un bré parabolique holomorphe. Son degré parabolique et
sa pente sont dénis respetivement par
deg par E = deg E +
∑
i,j
dj(Pi) · αj(Pi), µ(E) = deg par E
rang E .
Si E = L1 ⊕ L2, est une somme de deux brés paraboliques en droites
omplexes,alors E possède une struture parabolique induite. On dira que E
est paraboliquement déomposable s'il admet une déomposition holomorphe
en une somme direte de brés parabolique E = L1 ⊕ L2 qui est de plus
ompatible ave la struture parabolique de E .
Un bré parabolique, E → Σ, de rang 2, est dit paraboliquement stable
(resp. paraboliquement semi-stable) si tout sous-bré holomorphe en droites
omplexes L muni de la struture parabolique induite vérie µ(L) < µ(E)
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(resp. µ(L) ≤ µ(E)). Le bré E sera dit paraboliquement polystable s'il est
soit paraboliquement stable, soit à la fois paraboliquement semi-stable et
paraboliquement déomposable.
Lorsque E → Σ est un bré parabolique tel que Σ = Σ \ {Pi} soit hy-
perbolique, on a le théorème important de Mehta et Seshadri (f. [MS℄ th.
4.1) d'après lequel : E est polystable de pente µ = 0 si et seulement si il
est plat et donné à isomorphisme parabolique près par une représentation
ρ : π1(Σ)→ U(2).
Lorsque deg par E 6= 0, on peut se ramener au as du degré parabolique
nul de la façon suivante : soit L → Σ, un bré en droites omplexes de
degré très négatif, de sorte que deg par (E ⊗ L) < 0. Notons que les surfaes
P(E) et P(E ⊗ L) sont isomorphes. Dans un deuxième temps, on ajoute des
points paraboliques triviaux Qk ∈ Σ à la struture parabolique de sorte
que le nouveau bré parabolique E ′ vérie deg par E ′ = deg par (E ⊗ L) +∑
k 2α1(Qk) = 0. En hoisissant bien les poids, on obtient un bré de degré
parabolique 0 et (f. [S℄) le bré E ′ est paraboliquement stable (resp. semi-
stable, polystable) si et seulement si le bré E est paraboliquement stable
(resp. semi-stable, polystable).
2.2.3. Stabilité et métriques modèles. Soit E → Σ un bré parabolique polystable,
et M = P(E)|Σ la surfae réglée assoiée. En supposant Σ hyperbolique, on
sait que Σ admet une unique métrique kählérienne gΣ à ourbure setion-
nelle −1 ave des usps aux points Pi. On peut quitte à ajouter des points
paraboliques triviaux Qi supposer que deg par E = 0 sans hanger la stabilité
parabolique du bré.
Alors, d'après le théorème de Mehta et Seshadri, il existe une représen-
tation projetive unitaire ρ : π1(Σ \ {Qi}) → U(2) telle que E ≃ H2 ×ρ C2.
Il est alors faile de voir que la métrique hermitienne, singulière aux points
Qi, induit une métrique de Fubini-Study sur la bre qui est lisse sur M tout
entière. On obtient alors suivant 2.1 une métrique kählérienne gˆ à ourbure
salaire onstante sur M .
Remarque : la onstrution que nous venons de faire montre que nous pou-
vons failement nous ramener au as des brés paraboliques de pente 0 sans
ajouter de singularités à la métrique gˆ. Par la suite, nous supposerons pour
simplier que tous les brés paraboliques sont de pente nulle. De plus, nous
ferons omme si les struture paraboliques étaient onentrées au dessus d'un
unique point parabolique, toutes les onstrutions s'étendant trivialement au
as de plusieurs points.
Réiproquement, il est naturel de se demander si l'existene d'une métrique
kählérienne à ourbure salaire onstante sur M ave des singularités de vol-
ume ni implique la stabilité du bré parabolique E de départ. Nous allons
résoudre ette question dans le théorème 2.4, mais pour l'énoner, nous de-
vons introduire au préalable une notion de modèle loal.
2.3. Le modèle loal. Nous allons maintenant nous onentrer sur l'étude
loale de la métrique gˆ au voisinage d'un point parabolique.
La métrique gˆ que nous avons dénie sur la surfae réglée M tout entière
lorsque E est paraboliquement polystable, peut être dénie loalement en
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général sur un bré parabolique. Pour ommener, on hoisit une triviali-
sation loale de E par une base de setions holomorphes (s1, s2) dénies au
voisinage d'un point parabolique P ompatible ave la ltration parabolique.
Soit z une oordonnée loale holomorphe telle que z(P ) = 0 et telle que la
métrique sur Σ s'exprime sous la forme
gΣ =
|dz|2
|z|2 ln2 |z| .
On dénit alors dans la base (s1, s2) une métrique hermitienne sur E adaptée
à la struture parabolique par (5). On en déduit une base orthonormée de
setions loales en P données par ei = si/|z|αi et on alule la onnexion de
Chern assoiée à h dans la trivialisation (si) :








e qui donne dans les oordonnées induites par la base orthonormales (ei),






Cette onnexion est plate, ave une singularité logarithmique au point P . On
retrouve dans ette expression loale l'holonomie de la onnexion de Chern
égale à diag(exp(−2iπα1), exp(−2iπα2)) autour du point P . En notant Hx
la distribution horizontale de la onnexion induite sur le CP1-bré M → Σ,
on a une déomposition TxM = Hx ⊕ TxP(Eπ(x)). Comme la onnexion de
Chern respete par dénition la métrique hermitienne sur E , on en déduit
que la distribution (Hx) est invariante par les isométries de la métrique de
Fubini-Study sur les bres de M → Σ.
On dénit alors loalement la métrique riemannienne gˆ en prenant la
métrique de Fubini-Study sur l'espae tangent aux bres et l'image réiproque
de gΣ sur Hx ≃ TxΣ. Comme de plus la onnexion est plate, la distribution
horizontale Hx est intégrable, et gˆ apparaît omme un produit riemannien
loal H2 × CP1. On dit que gˆ est adaptée à la struture parabolique de E .
2.3.1. Revêtement et modèle loal. En reprenant les notations de 2.2.1, nous
disposons de plusieurs oordonnées loales dénies au voisinage de P : la
oordonnée ξ ∈ H2, la oordonnée z ∈ ∆a dénie au voisinage de P , les
oordonnées (ξ, (u˜, v˜)) sur H2 × C2 induites par la base anonique (ǫi) de
C2 et les oordonnées (z, (u, v)) sur E induites par la base orthonormée de
setions loales (ei) de E . On en déduit des oordonnées loales homogènes
sur H2 × CP1 et P(E) et on a le revêtement holomorphe riemannien
p : Ia × CP1 → ∆∗a ×CP1(7)
(ξ, [u˜ : v˜]) 7→ (eiξ, [e−iα1Reξu˜ : e−iα2Reξv˜]),
ave
τ · (ξ, [u˜ : v˜]) = (ξ + 2π, [e2iπα1 u˜ : e2iπα2 v˜])(8)
qui engendre le groupe d'automorphismes 〈τ〉 ≃ Z du revêtement p.
Si on se plae par exemple dans les oordonnées loales de projetion
stéréographique v˜ = 1 et v = 1, on obtient l'expression de p
p(ξ, u˜) = (eiξ, eiαReξu˜) où α = α2 − α1.
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On en déduit que eiαReξdu˜ = p∗du − iαudθ. Or la métrique standard sur le
revêtement s'érit
p∗gˆ = gH
2 ⊕ gFS = |dξ|
2
|ξ − ξ¯|2 +
4/c





(|z| ln |z|)2 +
4/c
(1 + |u|2)2 |du− iαudθ|
2 .(9)
On peut maintenant dégager la notion de bout parabolique sur une variété.
Dénition 2.2. Le groupe Z ≃ 〈τ〉 a une ation libre holomorphe et isométrique
sur la variété omplexe kählérienne H2×CP1 munie de sa métrique standard
à ourbure salaire 2(c− 1) dénie par
τ · (ξ, [u˜ : v˜]) = (ξ, [u˜e2iπα1 : v˜e2iπα2 ]).(10)
Le quotient (Ia × CP1)/Z est par onséquent une variété kählérienne munie
de la métrique de Kähler quotient gˆ à ourbure salaire 2(c−1) et de volume
ni. Ce quotient sera appelé le bout parabolique assoié aux poids α1, α2.
Nous le noterons Bα1,α2a , ou bien B lorsque auune ambiguïté n'est possible.
Par dénition, un bout parabolique est muni de oordonnées adaptées
(z, [u : v]) ∈ ∆∗a×CP1 dans lesquelles le revêtement anonique p : Ia×CP1 →
B est donné par (7) et la métrique gˆ est alors donnée loalement par (9).
Dans des oordonnées adaptées, la projetion suivant le premier fateur,
π : B ≃ ∆∗a × CP1 → ∆∗a
est holomorphe et donne au bout parabolique une struture de CP1-bré et






Ia × CP1 p−−−→ Byπ
∆∗a
où π1 est induite par le revêtement anonique Ia → ∆∗a.
Remarques : la forme volume de la métrique de Fubini-Study sur H2×CP1




En remplaçant la oordonnée z par (t, θ), la métrique modèle apparaît
omme un produit tordu
gˆ = dt2 + e−2tdθ2 +
4/c
(1 + |u|2)2 |du− iαudθ|
2 = dt2 + gˆt,(11)
où gˆt est une métrique sur N ≃ S1 × CP1 que nous appellerons la tranhe
du bout parabolique.
La métrique surH2×CP1 dégénère dans la diretion ∂x = dx♯ où ξ = x+iy
et où dx♯ désigne le dual suivant la métrique de dx. Ce hamp de veteurs est
invariant sous l'ation de τ . Par onséquent ∂x = dx
♯
passe au quotient et
nous donne un hamp de veteurs noté Xθ sur le bout parabolique. Comme
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p∗dθ = dx, on alule expliitement en introduisant les oordonnées polaires
u = ρeiθ2
Xθ = dθ♯ = ∂θ + α∂θ2 .(12)
On vérie aisément que la métrique gH
2
+ gFS est invariante suivant ∂x et
on en déduit que gˆ est invariante suivant Xθ :
LXθ gˆ = 0.(13)
Nous introduisons maintenant sur une variété à bouts paraboliques, une
lasse de métriques asymptotiques au modèle loal gˆ (au sens C2). Dans le as
où X = P(E)|Σ est une surfae réglée obtenue à partir d'un bré parabolique,
on hoisira toujours un modèle loal gˆ adapté à la struture parabolique.
Dénition 2.3. Si une variété X possède des bouts paraboliques, on en dé-
duit un modèle loal de métrique que nous noterons gˆ. Nous appellerons
métrique asymptotique au modèle loal, toute métrique g sur X telle que
g = gˆ + o(gˆ), où o(gˆ) tend uniformément vers 0 en norme C2 lorsqu'on
s'approhe de l'inni sur bout parabolique.
C'est une ondition tehnique raisonnable qui va nous permettre de dé-
montrer au 4.2 le théorème suivant, dont on déduit immédiatement le
théorème A.
Théorème 2.4. Soit E → Σ un bré parabolique holomorphe de rang 2 sur
une surfae de Riemann ompate Σ. Soit (Pi)1≤i≤k l'ensemble des points
paraboliques de Σ. Nous supposons en outre Σ = Σ \ {Pi} hyperbolique. Si la
surfae omplexe réglée assoiée M = P(E)Σ admet une métrique kählérienne
gK à ourbure salaire onstante s = 2(c − 1) ≤ 0 asymptotique au modèle
loal gˆ, alors E est paraboliquement polystable. De plus une telle métrique
provient à un biholomorphisme près, du modèle (Σ×ρCP1, gˆ) où ρ : π1(Σ)→
PU(2) est une représentation assoiée au bré parabolique polystable E.
2.3.2. Compatiation du bout parabolique rationnel. Nous faisons main-
tenant l'hypothèse α2 − α1 = r/q ∈ Q, où r et q sont premiers entre eux.
Dans e as, l'ation de τ dénie par (10) vérie
τ q · (ξ, [u˜ : v˜]) = (ξ + 2πq, [u˜ : v˜]).
On en déduit que (Ia × CP1)/〈τ q〉 ≃ (Ia/〈τ q〉) × CP1. On vient don de
montrer que le revêtement p : Ia × CP1 → B se fatorise par un revêtement
pq à q feuillets dont le groupe d'automorphismes est égal à 〈τ〉/〈τ q〉 ≃ Zq.








Ia × CP1 p˜−−−→ Ia/〈τ q〉 × CP1ypq
B
où p˜ désigne la projetion anonique sur le revêtement quotient. On note
πq : ∆a/q ≃ Ia/〈τ q〉 ∪ {∞} → ∆a ≃ Ia/〈τ〉 ∪ {∞}
z 7→ zq
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le revêtement holomorphe ramié à q feuillets du disque par lui-même. Le
groupe d'automorphisme Zq ≃ 〈τ〉/〈τ q〉 du revêtement πq agit par τ · ξ =
ξ + 2π soit τ · z = exp(2iπq )z. On déduit de πq une projetion holomorphe
notée également
πq : Ia/〈τ q〉 ∪ {∞} × CP1 → ∆a.
Par onstrution, il est lair que π ◦p = π1 = πq ◦ p˜ ; on en déduit le lemme :
Lemme 2.5 (Struture du bout parabolique rationnel). Supposons que α =
α2 − α1 = r/q ∈ Q, ave r et q premiers entre eux. Le revêtement standard
p : Ia × CP1 → B du bout parabolique Bα1,α2a se fatorise par un revêtement













Ia × CP1 p˜−−−→ Ia/〈τ q〉 × CP1ypq
B π−−−→ ∆∗a,
L'ation de Zq sur Ia/〈τ q〉×CP1 ≃ ∆∗a/q ×CP1 s'étend lairement en une
ation holomorphe sur ∆a/q ×CP1 : pour le voir, il sut de l'érire dans des
oordonnées adaptées (z, [u˜ : v˜])
τ · (z, [u˜ : v˜]) = (ze 2ipiq , [u˜e2iπα1 : v˜e2iπα2 ]).
Alors, omme nous l'avons déjà remarqué, πq se prolonge de façon holo-
morphe en πq : ∆a/q × CP1 → ∆a ; au quotient, on obtient un orbibré
holomorphe en droites projetives
B = (∆a/q × CP1)/Zq = B ∪ (CP1/Zq) π→ ∆a.
Reformulons ette disussion dans le orollaire suivant.
Corollaire 2.6. Si α = α2 − α1 = r/q ∈ Q ave r et q premiers entre eux,
le CP1-bré B → ∆∗a admet un prolongement holomorphe en un orbibré
B = B ∪ (CP1/Zq) π→ ∆a.
Cet orbibré possède un revêtement ramié à q feuillets pq : ∆a/q×CP1 → B
tel que (pq)∗gˆ est égale à la métrique produit standard sur ∆∗a/q × CP1. La
bre π−1(0) ≃ CP1/Zq sera appelée diviseur à l'inni du bout parabolique.
En onlusion, une variété M ave des bouts paraboliques vériant la
ondition de rationalité admet une ompatiation orbifold M . Si M est de
plus une variété omplexe, la ompatiation est holomorphe.
3. Cohomologie L2.
Dans toute ette partie M est une variété M munie de bouts paraboliques
et on étudie la ohomologie H∗L2(M) dénie à l'aide du omplexe des formes
diérentielles L2(gˆ) sur M . Notons que pour une métrique g asymptotique
au modèle loal gˆ les formes diérentielles L2 relativement à g et gˆ oïnident
ainsi don que les espaes de ohomologies L2 assoiés.
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Nous allons démontrer un lemme de Poinaré à l'inni sur le bout
parabolique de M pour la ohomologie L2, an de la aluler dans le as
des surfaes réglées.
Lorsque les poids des bouts paraboliques vérient la ondition α2−α1 ∈ Q,
nous dénirons au 3.1 sur la ompatiation orbifold M des métriques
lisses gj qui approximent la métrique singulière g. On développera alors la
théorie de Hodge en montrant des résultats de onvergene sur tout ompat
de M des représentants gj harmoniques d'une lasse de ohomologie vers le
représentant g−harmonique L2 (f. prop. 3.11 et 3.17).
3.1. Approximation par des métriques lisses. Dans 3.1 nous sup-
posons que les bout paraboliques de M vérient la ondition de rationalité
et nous expliquons omment approximer la métrique g, singulière surM , par
une suite de métriques (gj) lisses sur M .
3.1.1. Approximation du modèle loal gˆ. D'après le lemme 2.5 et le orollaire
2.6, tout bout parabolique ompatié de M admet un revêtement ramié
holomorphe à q feuillets pq : ∆a/q ×CP1 → B, tel que (pq)∗gˆ est la métrique
standard g∆
∗⊕gFS. On va approximer gˆ en remplaçant la métrique singulière
g∆
∗





(|z| ln |z|)2 ;
on peut par exemple multiplier ette métrique par un fateur onforme sin-
gulier de la forme λ(|z|), valant (|z| ln |z|)2 au voisinage de l'origine et 1 loin
de l'origine. Alors la métrique kählérienne gλ = λ(|z|)g∆∗ est lisse sur ∆ ;
ette opération onsiste simplement à reoller un disque plat au bout du
usp et gλ est Zq-invariante ar la fontion λ(|z|) est elle même invariante.
Alors la métrique gλ⊕ gFS passe au quotient et dénit une métrique kähléri-
enne lisse sur B. Si on suit les géodésiques de gλ normales à un erle, on en
déduit une nouvelle oordonnée loale t′ telle que t = t′ là où λ(|z|) = 1 et
gλ = dt
′2 + ϕ(t′)2dθ2. De façon équivalente, on peut don dénir e type de





où ϕj est dénie omme suit : pour t ≤ j + 1, on pose ϕj = e−t. Puis
pour j + 1 ≤ t ≤ j + 1 + δj , on fait brutalement déroître ϕ′′j de e−(j+1)
jusqu'à 0 pour un δj que nous ferons par la suite tendre vers 0. Enn pour
j + 1 + δj ≤ t ≤ j + 1 + ǫ, on peut quitte à rendre ϕ′′j très négative faire
passer ϕ′j dans et intervalle de −e−(j+1) à −1.
On a reollé la métrique la métrique de usp (pour t ≤ j+1) à la métrique
plate. En eet si ϕ′j = −1, alors pour un Tj légèrement supérieur à j +1+ ǫ
bien hoisit, on a ϕj = Tj − t. Comme le montre le hangement de variable
t′ = Tj − t, la métrique g∆j se reolle à la métrique plate sur le disque ;
il en résulte que g∆j est en réalité lisse sur le disque ∆a/q tout entier. On
vérie que quitte à hoisir δj susamment petit, on peut supposer que le
rapport −ϕ′j/ϕj est roissant, et reste don minoré par 1. Nous résumons
ette onstrution dans le dessin i-dessous.






Finalement la métrique g∆j ⊕gFS est lisse et Zq-invariante sur ∆a/q×CP1.






(1 + |u|2)2 |du− iαudθ|
2 .(14)
3.1.2. Approximation d'une métrique asymptotique au modèle. Étant donnée
une métrique riemannienne g sur M , asymptotique au modèle loal sur le
bout parabolique de M , on approxime la métrique g par des métriques gj
lisses sur la ompatiation M omme suit : soit χ(t) une fontion lisse telle
que
 χ est roissante,
 χ(t) = 0 pour t ≤ 0,
 χ(t) = 1 pour t ≥ 12 .
Notons χj(t) = χ(t− j), puis posons
gj = (1− χj)g + χj gˆj .(15)
Alors puisque g est asymptotique au modèle loal, les métriques gj et gˆj sont
également très prohe au sens C2 sur la zone de reollement j ≤ t ≤ j + 1,




|gˆj − gj |+ |∇gˆj −∇gj |+ |Rgˆj −Rgj |
}
→ 0 lorsque j →∞.(16)
Le modèle loal de métrique gˆ est à ourbure bornée puisque 'est un
produit loal modelé sur H2 × CP1. Don toute métrique asymptotique au
modèle loal est à ourbure bornée.
Lorsqu'on approxime la métrique gˆ par des métrique gˆj lisses sur la om-
patiation M , on rée une bulle de ourbure très positive. Pour aluler




La onnexion assoiée est expliite et on a :




ϕ−1j ∂θ, ∇(ϕ−1j ∂θ)ϕ
−1















Cette ourbure par dénition de ϕj supérieure à−1, très positive sur l'anneau
t ∈ [j + 1, j + 1 + ǫ] et uniformément bornée en dehors. Il en résulte que la





FS) est donnée par










est uniformément borné. Puisque la métrique g
est asymptotique au modèle loal gˆ, on en déduit d'après (16) un résultat
analogue pour les métriques gj :










b est uniformément borné.
Par onstrution des métrique gˆj , nous avons ontraté le volume initial
de gˆ. On en déduit le lemme tehnique suivant :
Lemme 3.2 (Contrle du volume). Quel que soit ǫ > 0, il existe un om-
pat K de M, tel que volgj (M \K) ≤ ǫ et volg(M \K) ≤ ǫ. Le volume des
métriques gj est don uniformément borné.
3.2. Lemme de Poinaré à l'inni. Dans tout le 3.2, on ne suppose
plus en général que la ondition de rationalité des poids est vériée. Nous
ommençons par démontrer des estimées sur les fontions ne dépendant que
de la ourbure moyenne des métriques.
3.2.1. Courbure moyenne.
Dénition 3.3. Soit g une métrique riemannienne sur [t1, t2] × N de la
forme g = dt2 + gt où gt est une métrique sur N dépendant de t. On dénit










où I désigne la deuxième forme fondamentale de la tranhe N et où volgt
est la forme volume assoiée à la métrique gt. Par ommodité, on dénit
également la fontion h = 32H.
D'après (9) et (14) les métriques gˆ et gˆj sont des produits tordus vériant




qui est par onstrution de ϕj minoré par 1/2. Près de t = Tj , ϕj = Tj − t
et h = 12(Tj − t)−1 don h tend vers +∞ quand t→ Tj .
Dès que l'on a un ontrle du type h ≥ h0 > 0, nous obtenons le lemme
suivant qui s'applique en partiulier aux métriques gˆ et gˆj :
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Lemme 3.4. Soit g = dt2 + gt une métrique riemannienne sur [t1, t2]×N .
Supposons qu'il existe δ, h0 ∈ R telles que g vérie h ≥ h0 > δ ou δ > h0 ≥ h.
Alors pour toute fontion f , on a∫
[t1,t2]×N














Démonstration. Voir [Bi2℄ lemme 4.1, pour la démonstration dans le as
h > h0 > 0. En général, la démontration est identique en intégrant fe
δt
par
parties ette fois-i. ✷
3.2.2. Identiation de la ohomologie L2. Le 3.2.1 fournit des outils su-
isants pour obtenir le lemme de Poinaré à l'inni pour la ohomologie L2
suivant :
Lemme 3.5 (Lemme de Poinaré L2 à l'inni). Soit γ, une k-forme fermée
L2 sur la variété à bouts paraboliques M .
 Pour k = 1, 3 ou 4, il existe une k − 1-forme β, L2 dénie sur le bout
parabolique de M telle que γ = dβ sur le bout parabolique.
 Dans le as où k = 2, il existe λ ∈ R et une 1-forme β L2 dénie sur le
bout parabolique deM tels que γ = λvolCP
1
+dβ sur le bout parabolique.
Rappelons que volCP
1
est la 2-forme fermée induite sur les bouts parabolique
par la métrique de Fubini-Study (f. 2.3.1). Admettons pour l'instant e
lemme qui va nous permettre de aluler la ohomologie L2 de M .
Dans le as où α2−α1 ∈ Q, on dispose également d'un lemme de Poinaré
analogue pour la ohomologie de de Rham orbifold sur le bout parabolique
de M . Rappelons qu'une forme diérentielle lisse au sens orbifold sur le
bout parabolique ompatié B de M est donnée par une forme diérentielle
lisse et Zq−invariante sur le revêtement ramié. On remarque alors que si
γ = dβ est Zq-invariante sur ∆a×CP1 ave β a priori non invariante, alors il
existe une forme Zq-invariante β
′
obtenue en moyennant β sous l'ation du
groupe, telle que γ = dβ′. On en déduit le lemme de Poinaré suivant pour
la ohomologie de De Rham de l'orbifold M :
Lemme 3.6. Soit γ, une k-forme lisse fermée sur M .
 Pour k = 1, 3 ou 4, il existe une k − 1-forme lisse β telle que γ = dβ
sur le bout parabolique de M .
 Dans le as où k = 2, il existe un réel λ et une 1-forme lisse β sur M
tels que γ = λvolCP
1
+ dβ sur le bout parabolique.
Soit M
′
la ompatiation de M obtenue en hangeant la valeurs des







1(Pi) − α′2(Pi) ∈ Q. En utilisant le lemme de Poinaré loal, on
déduit le orollaire suivant.





Démonstration. Dénissons un isomorphisme préservant le up-produit
F : H∗L2(M) → H∗DR(M
′
) omme suit : soit b ∈ HkL2(M). Pour k = 0, on a
lairement H0L2(M) ≃ R puisque la métrique est de volume ni. Par ailleurs
H0DR(M) ≃ R et on dénit F par et isomorphisme. Si k = 1, 3 ou 4, on
peut d'après le lemme de Poinaré 3.5, hoisir un représentant γ à support
ompat dans M de b et on pose F (b) = [γ′].
Pour k = 2, on peut hoisir un représentant γ de b tel que γ = λvolCP
1
sur le bout parabolique en utilisant le lemme de Poinaré. La forme volCP
1




la forme lisse assoiée à M
′
.
















où β2 est une 1-forme lisse sur B′ sans auune hypothèse de régularité à
l'inni. Néanmoins, en utilisant une fontion χj(t) dénie au 3.1.2) pour j
susamment grand, γ′ = γ − λd(χjβ) est lisse sur M ′, ar elle est égale à
λvolS
2
près de l'inni ; on pose alors F (b) = [γ′].
On dénit de même la réiproque de F en utilisant ette fois-i le lemme
de Poinaré loal pour l'orbifold M
′
. On en déduit le orollaire. ✷
3.2.3. Cohomologie L2 des surfaes réglées. Soit M = P(E)|Σ une surfae
réglée obtenue à partir d'un bré parabolique E → Σ munie d'un modèle
loal de métrique adapté gˆ. On onsidère maintenant la ompatiation
M̂ = P(E)|Σ.
Pour un hoix de poids α′1(Pi) = α
′
2(Pi) = 0, on a M̂ = M
′
, d'où par le
orollaire 3.7 un isomorphisme
H∗DR(M̂) ≃ H∗L2(M).(19)
Or la ohomologie de la surfae réglée M̂ est bien onnue (f. [Be℄ prop.
III.18) ; en partiulier la 2-ohomologie vérie :
H2(M̂,Z) = Zh⊕ ZF,
où F est le dual de Poinaré d'une bre, et h la lasse du bré tautologique
O
M̂
(1) sur M̂ . Alors h2 = deg E , F 2 = 0 et h · F = 1 ; on en déduit via
l'isomorphisme (19) la proposition suivante :
Proposition 3.8. On a des isomorphismes
H0L2(M) ≃ H4L2(M) ≃ R, H1L2(M) ≃ H3L2(M) ≃ H1(Σ,R).
Il existe des lasses de ohomologie F, h ∈ H2L2(M) telles que F 2 = 0, h2 =
deg E, h · F = 1 et H2L2(M) = Rh⊕ RF. En onséquene b2 = 2 et la forme
d'intersetion est de signature (1, 1).
3.2.4. Démonstration du lemme de Poinaré 3.5.
Cas des 1-formes. Sur le bout parabolique, γ se déompose en γ = fdt+ γ2,
où γ2 est une 1-forme telle que i∂tγ2 = 0. Dans le as où f est à support
ompat, dénissons une primitive de f par f˜ =
∫ t
0 fdt nulle en t = 0.
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ar le seul terme de bord non nul est positif. On déduit de ette dernière
inégalité que pour f ∈ L2, la fontion f˜ est également dénie dans L2. Or
γ − df˜ vérie par dénition de f˜
L∂t(γ − df˜) = (d ◦ i∂t + i∂t ◦ d)(γ − df˜) = 0.
Par onséquent (γ − df˜) est indépendante de t, et représente une lasse
de ohomologie de H1DR(S
1 × CP1) = R[dθ] ; il existe don une fontion f2
indépendante de t (don L2), telle que γ− df˜ − df2 = µdθ, ave µ onstante.


















































(f˜ + f2)LetXθvolgˆt = 0,









Or etvolgˆt = dθ ∧ volCP1 est indépendante de t ; puisque V (tk) → 0, on a
néessairement µ = 0. Finalement, on a démontré que γ = d(f˜ + f2), où f˜
et f2 sont L
2
e qui ahève la démonstration pour les 1-formes. ✷
Cas des 2-formes. Soit γ une 2-forme fermée et L2. On la déompose en
γ = dt∧ β+ γ2, où β et γ2 sont des formes diérentielles telles que i∂tγ2 = 0
et i∂tβ = 0. Comme dans le as des fontions, nous herhons une 1-forme
β˜ dans L2, telle que i∂t β˜ = 0 et L∂t β˜ = β. On a un la déomposition
β = µdθ + β2, où µ est une fontion, et β2 une 1-forme telle que i∂tβ2 =
i∂θβ2 = 0. Comme γ est L
2
par hypothèse, on en déduit que β2 et µe
t
sont
L2. Pour la partie β2, la tehnique est semblable au as des fontions ; on
pose β˜2 =
∫ t
0 β2dt, alors d'après le lemme 3.4, toujours en utilisant le fait









On en déduit que β˜2 est dénie dans L
2
alors β2 ∈ L2.
Dans le as où µ est à support ompat, on dénit µ˜ =
∫∞
t µdt ; d'après













On en déduit que µ˜dθ ∈ L2 si µdθ ∈ L2. Posons maintenant β˜ = µ˜dθ+ β˜2 ∈
L2 et γ3 = γ − dβ˜. Alors i∂tγ3 = 0 et dγ3 = 0, d'où L∂tγ3 = 0, e qui
implique que γ3 est une 2-forme sur la tranhe indépendante de t. On érit
alors γ3 = β3∧dθ+γ4, ave β3 et γ4 des formes sur la tranhe, indépendantes
de t telles que iXθβ3 = 0 et iXθγ4 = 0.
On dira que X est un hamp de veteurs horizontal sur B s'il est in-
dépendant de t et si p∗X (où p : Ia × CP1 → B est le revêtement universel
riemannien assoié au bout parabolique) est un hamp de veteurs tangent
au fateur CP1 invariant sous l'ation de τ . Si X est un hamp de veteurs
horizontal, |X|gˆ et |LXvolCP1 |gˆ sont uniformément bornés ; le volume étant










(iXdβ˜) ∧ volCP1 =
∫
N
LX β˜ ∧ volCP1 =
∫
N
β˜ ∧ LXvolCP1 .
Comme γ ∈ L2 on a iXγ ∈ L2 ; de plus LXvolCP1 et β˜ sont dans L2. On
peut don hoisir des tranhes tk →∞ de sorte que U(tk)→ 0 et V (tk)→ 0.
Mais
U(tk)− V (tk) =
∫
{tk}×N




est indépendant de k. Dès que β3 6= 0, on peut hoisir X tel que ette
intégrale soit non nulle. Néessairement on a alors β3 = 0. On en déduit que
γ3 = γ4 est une 2-forme sur la tranhe indépendante de t telle que iXθγ3 = 0,
dγ3 = 0, d' où LXθγ3 = 0. On en déduit en passant au revêtement que p∗γ3
est une 2-forme Z-invariante sur le fateur CP1.
En utilisant la ohomologie de De Rham usuelle, on peut érire γ3 =
λvolCP
1
+ dβ4, ave β4 une 1-forme sur CP
1
. Si α2 − α1 ∈ Q, l'ation de Z
induite sur CP1 se fatorise en une ation de Zq. La 1-forme β4 n'est pas
néessairement invariante, mais quitte à moyenner sous l'ation de Zq, on
peut la supposer invariante de sorte que β4 passe au quotient et β4 ∈ L2. On
a don démontré que γ = λvolCP
1
+ d(β˜ + β4) ave β˜ et β4 ∈ L2.
Dans le as où α2 − α1 /∈ Q, l'ation de Z sur CP1 ne se fatorise pas.
Cette ation est engendrée par une rotation Rα donnée par τ · [u˜ : v˜] =
[u˜e2iπα1 : v˜e2iπα2 ], d'angle −2πα. Comme α /∈ Q, le groupe engendré par
Rα est dense dans le groupe des rotations de même axe. Par densité, γ4 est
invariante par toute rotation Rϕ de e type. Puisque la forme volume volCP1
est invariante par rotation, la forme exate γ3−λvolCP1 est également invari-
ante par rotation. On en déduit omme dans le as rationnel, en moyennant
sur l'ation de Rϕ pour ϕ ∈ S1, une 1−forme β4 invariante par rotation telle
que γ3 − λvolCP1 = dβ4. En partiulier, β4 est invariante par τ et passe au
quotient. ✷
Cas des 3-formes. Une 3-forme sur le bout parabolique se déompose en
Ω = dt ∧ (β ∧ dθ + λvolCP1) + Ω2, où β et Ω2 vérient i∂tβ = i∂θβ = 0 et
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0 λdt dans le as de formes à support ompat. D'après le lemme 3.4,∫ ∞
0























e qui donne un sens à β˜ ∧ dθ et λ˜ dans L2 pour λ et β ∧ dθ ∈ L2. On en
déduit une 2-forme L2 dénie par ω = β˜∧dθ+λ˜volCP1 , telle que Ω3 = Ω−dω
vérie i∂tΩ3 = 0, par dénition de ω. Alors L∂tΩ3 = (d ◦ i∂t + i∂t ◦ d)Ω3 = 0,
don Ω3 est une 3-forme indépendante de t sur la tranhe N ≃ S1 × CP1
du bout parabolique. On peut don l'érire Ω3 = µdθ ∧ volCP1 , où µ est une
fontion indépendante de t.




1 6= 0, on a alors une ontradition : f , |df | sont bornées ar f ne dépend
que du fateur CP1. On en déduit que f et df sont L2 puisque nous sommes






















vers 0. Par ailleurs
∫
{t}×N fΩ3 est indépendante de t d'où une ontradition.
Par onséquent µ est orthogonale aux fontions onstantes suivant Xθ e qui
entraîne l'existene de µ˜ telle que Xθ · µ˜ = µ. Comme µ˜volCP1 est bornée,
don L2, on en déduit que Ω = d(ω + µ˜volCP
1
) est exate au sens de la
ohomologie L2 sur le bout parabolique. ✷
Cas des 4-formes. Une 4-forme L2 sur le bout parabolique s'érit γ =
µdt ∧ dθ ∧ volCP1 , ave µdθ ∈ L2. Nous avons déjà démontré (f. as des
2-formes) qu'il existe une fontion µ˜ dénie sur le bout parabolique telle que
µ˜dθ ∈ L2 et ∂tµ˜ = µ. On en déduit dγ˜ = γ ave γ˜ = µ˜dθ ∧ volCP1 ∈ L2, d'où
le résultat. ✷
3.3. Convergene des formes harmoniques. Dans tout le 3.3, on sup-
pose que les poids des bouts paraboliques de M vérient la ondition α =
α2 − α1 ∈ Q par soui de larté. Puis nous reviendrons plus tard sur le as
irrationnel (f. 4.4) pour lequel on a des résultats analogues.
3.3.1. Inégalités de Poinaré pour les fontions. Les lemmes 3.2 et 3.4 nous
permettent failement d'obtenir une borne inférieure uniforme sur la pre-
mière valeur propre du laplaien des métriques gj pour les fontions (f.
[Bi2℄ orollaire 4.3).
Lemme 3.9 (Inégalité de Poinaré). Supposons que M possède des bouts
paraboliques vériant la ondition α = α2 − α1 ∈ Q. Soit g une métrique
asymptotique au modèle loal gˆ et soit gj la suite d'approximations de g
lisses sur M . Il existe une onstante c > 0, indépendante de j, telle que pour
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toute fontion f sur M vériant
∫
M fvol
gj = 0, on ait∫
M




les normes étant prises par rapport à la métrique gj .
On en déduit l'inégalité de Poinaré à la limite :
Corollaire 3.10 (Inégalité de Poinaré). Soit g une métrique asymptotique
au modèle loal sur M . Il existe une onstante c > 0 telle que pour toute
fontion f ∈ L21(g) vériant
∫
M fvol
g = 0, on ait∫
M




Démonstration. On applique le orollaire 3.9 à hj = (1−χj)(f+cj), où cj
est une onstante hoisie de sorte que
∫
hjvol
gj = 0. On en déduit le résultat
en passant à la limite. Comme nous le verrons au 4.4, ette démonstration,
dans laquelle nous avons fait impliitement l'hypothèse α2−α1 ∈ Q, s'étend
même si ette ondition n'est pas vériée. ✷
Remarque : Cette inégalité de Poinaré permet lassiquement de dévelop-
per la théorie de Hodge des 1-formes g-harmoniques L2. On en déduit que
toute lasse de ohomologie de H1L2(M) admet un unique représentant g-
harmonique L2.
3.3.2. Convergene des 1-formes harmoniques. L'inégalité de Poinaré du
lemme 3.9 sur les fontions permet maintenant de démontrer le résultat suiv-
ant.
Proposition 3.11. Soit une lasse de ohomologie b ∈ H1DR(M ). La suite
γj de ses représentants gj-harmoniques sur M onverge au sens C
∞
sur tout
ompat de M vers le représentant g-harmonique L2 de b.
Plus préisément, il existe une onstante c > 0, telle que si l'on hoisit
un représentant à support ompat β de b, et qu'on érit γj = β + dfj, où
fj est une fontion sur M vériant
∫
M fjvol
gj = 0, alors fj onverge sur
tout ompat de M vers une fontion f ∈ L21(g) telle que γ = β + df soit
g-harmonique, ∫
M
fvolg = 0, et ‖f‖L21 ≤ c‖β‖L2(g).
Démonstration. Le représentant gj-harmonique de b s'érit sous la forme
γj = β + dfj , où fj vérie∫
M
fjvol
gj = 0, ∆gjfj = −d∗gj β;











et d'après l'inégalité de Cauhy-Shwarz, on en déduit un ontrle
√
c ‖fj‖L2(gj) ≤ ‖dfj‖L2(gj) ≤ ‖β‖L2(gj).
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Comme β est à support ompat, il est lair que ‖β‖L2(gj) = ‖β‖L2(g) pour
j susamment grand. Sur un ompat K de M la norme L21 de fj est don
uniformément bornée. Quitte à extraire une sous suite, on peut supposer
que fj onverge sur tout ompat de M vers une limite faible f ∈ L21(g) qui
vérie
√




Seule la dernière identité n'est pas évidente : on sait que f ∈ L2 et que
‖fj‖L2(gj) uniformément bornée ; d'après le lemme 3.2, on peut don hoisir
un ompat K de M susamment grand, tel que∫
M\K











∣∣∣∣∣ ≤ volgj (M \K) 12 ‖fj‖L2(gj) ≤ ǫ pour tout j.
Par ompaité de l'inlusion L21 →֒ L2, (fj) onverge vers f au sens L2-fort
























Par régularité elliptique la onvergene est en réalité C∞ sur tout ompat
deM . Finalement γ = β+df est une 1-forme g-harmonique L2 qui représente
la lasse de ohomologie dénie par b en ohomologie L2 d'où le résultat. ✷
Comportement à l'inni. Nous avons également un ontrle près de l'inni
sur les γj de la proposition 3.11 à l'aide du lemme suivant :
Lemme 3.12. En reprenant les notations de la proposition 3.11, pour tout
ǫ > 0, il existe un T susamment grand tel que∫
t≥T
|γ|2volg ≤ ǫ et
∫
t≥T
|γj |2volgj ≤ ǫ.
Démonstration. Reprenons la démonstration de la proposition 3.11 ainsi
que ses notations. Par hypothèse, β est à support ompat, don pour T assez


























Comme nous nous sommes plaé hors du support de β, ∆gjfj = ∆
gjfj +






Le même alul reste valable pour la limite γ = β+df ar f ∈ L21. Choisissons
un T susamment grand, de sorte que
∫
t≥T |df |2volg ≤ ǫ/2. Alors omme fj
tend vers f au sens C∞ sur tout ompat on a∫
t=T
fj ∗j dfj →
∫
t=T






|df |2volg pour j →∞
dont on déduit le lemme. ✷
3.3.3. Inégalité de Poinaré pour les 1-formes. An de démontrer un résultat
de onvergene des 2-formes harmoniques (f. prop. 3.17) analogue à elui
des 1-formes, nous ommençons par démontrer la proposition suivante :
Proposition 3.13. Supposons queM soit une variété ave des bouts paraboliques
vériant la ondition α ∈ Q. Soit g une métrique asymptotique au modèle lo-
al et gj la suite d'approximations assoiée. Il existe une onstante c > 0 telle
que pour toutes les métriques gj , et toute 1-forme orthogonale aux formes gj-
harmoniques, on ait :∫
M




les normes étant prises par rapport à la métrique gj. L'inégalité est également
vériée pour la métrique g et toute 1-forme β ∈ L21(g) orthogonale aux formes
g-harmoniques L2.
Remarque : Cette inégalité permet de développer la théorie de Hodge L2
pour la métrique g dans le as des 2-formes. Ainsi, toute lasse de H2L2(M)
admet un unique représentant g-harmonique L2.
Nous avons besoin d'un lemme préliminaire avant de ommene la démon-
stration.
Lemme 3.14. Soit gˆ un modèle loal de métrique dont les bouts vérient la
ondition de rationalité. Il existe une onstante T susamment grande telle
que pour toute métrique g = gˆ ou gˆj , et toute 1-forme β sur [t1, t2]×N ave










(|∇β|2 +Ric(β, β)) vol,
les normes étant prises par rapport à la métrique g.
Démonstration. Soit g une métrique de la forme g = dt2+gt, sur [t1, t2]×
N . On déompose les 1-formes en β = fdt + µ, ave i∂tµ = 0. Alors la
onnexion de Levi-Civita se déompose en ∇β = dt⊗∇∂tβ+∇|Nβ, où ∇|Nβ
est la restrition de ∇β à une setion de T ∗N ⊗ Ω1([t1, t2]×N). Calulons
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e terme plus préisément : notons ∇N la onnexion de Levi-Civita induite
sur N par g et dN la diérentielle suivant la tranhe, alors
∇|Nβ = dNf ⊗ dt+ f∇|Ndt+∇Nµ+ I(µ)⊗ dt,
or ∇|Ndt = 〈.,∇|N∂t〉 = −〈∇|N ., ∂t〉 = −I, don
∇β = dt⊗∇∂tβ + (dNf + I(µ)) ⊗ dt− fI+∇Nµ.
Appliquons e alul dans le as où g est égale au modèle loal gˆ, où à gˆj . La
métrique gt sur la tranhe N ≃ S1 ×CP1 s'exprime en prenant par exemple




(1 + |u|2)2 |du− iαudθ|
2 ;(20)





(ϕdθ)2 et h =
1
2










En notant µ = f2ϕdθ+ η ave iXθη = 0 et d
CP
1
f la partie de df orthogonale
à dθ et dt, la onnexion de Levi-Civita sur la tranhe est égale à
∇Nµ = (ϕ−1Xθ · f2)ϕdθ⊗ϕdθ+(dCP1f2)⊗ϕdθ+ϕdθ⊗ (Lϕ−1Xθη)+∇CP
1
η.
Finalement on peut érire
∇β = dt⊗∇∂tβ + (ϕ−1Xθ · f + f2)ϕdθ ⊗ dt+ (ϕ−1Xθ · f2 − f)ϕdθ ⊗ ϕdθ
+ (dCP
1
f)⊗ dt+ (dCP1f2)⊗ ϕdθ + ϕdθ ⊗ (Lϕ−1Xθη) +∇CP
1
η,
or Ricg(β, β) = RicCP
1
(η, η)−(∂t2ϕ/ϕ)(|f |2+|f2|2), où RicCP1 est la ourbure
provenant de la métrique de Fubini-Study ; on en déduit l'inégalité suivante
en faisant une intégration par parties sur la tranhe ave le terme en |∇CP1η|2




|∇β|2 +Ricg(β, β) ≥
∫
N
|∇∂tβ|2 + |ϕ−1Xθ · f |2 + |ϕ−1Xθ · f2|2
+ 2〈ϕ−1Xθ · f, f2〉 − 2〈f, ϕ−1Xθ · f2〉+ |dCP
1
f |2 + |dCP1f2|2.
Nous allons maintenant montrer que les termes mixtes de (21) sont on-
trlés. En intégrant par parties sur N il vient∫
N
〈ϕ−1Xθ · f, f2〉volg = −
∫
N
〈f, ϕ−1Xθ · f2〉volg ;
dès que f ou f2 est onstante suivant Xθ, es intégrales sont nulles et on
onlut à l'aide du lemme 3.4. On supposera à partir de maintenant que
f et f2 sont orthogonales aux fontions onstantes suivant Xθ. Dans le as
d'un bout parabolique dont les poids vérient la ondition de rationnalité,
le hamp de veteurs Xθ est périodique et donne une struture de S1-bré.
Dans le revêtement à q feuillets pq : ∆∗a/q × CP1 → B, les orbites de Xθ
orrespondent aux erles entrés en 0 de ∆∗a/q .
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, on voit que la ondition d'être orthogonale aux onstantes
se traduit par c0 = 0. Alors∫
N


























Puisque ϕ(t) ≤ e−t → 0, on en déduit que pour t susamment grand, les
termes mixtes de (21) sont très bien ontrlés par les termes en |ϕ−1Xθ · f |2
et |ϕ−1Xθ · f2|2, d'où∫
N




et le lemme 3.4 nous permet de onlure. ✷
Remarque : les hypothèses que nous devons faire dans e lemme sur la
métrique sont assez faibles ; par exemple, la ourbure positive du fateur CP1
n'intervient pas. On peut ainsi aisément orriger au passage la démonstration
de l'inégalité de Poinaré sur les 1-formes de [Bi2℄, où une erreur s'est glissée
dans les termes mixtes de la formule de Bohner du lemme 4.5.
Ce lemme reste vrai (en modiant légèrement les onstantes) si l'on rem-
plae gˆ et gˆj par une métrique asymptotique au modèle loal g et ses ap-
proximations gj .
Corollaire 3.15. Soit g une métrique asymptotique au modèle loal gˆ. Il
existe des onstantes T, c > 0 telles que pour toute métrique g ou gj , et toute




|β|2 vol + h0
∫
∂[t1,t2]×N
|β|2 volN ≤ c
∫
[t1,t2]×N
(|∇β|2 +Ric(β, β)) vol.
Démonstration. Comme les métriques gˆj et gj sont égales pour t ≥
j + 12 il nous sut de vérier le orollaire pour la métrique g. Il faut voir
que l'inégalité est perturbée lorsque on passe de gˆ à g par des termes en
ǫ(T )O(‖β‖2
L21
), ave ǫ(T ) → 0 quand T → ∞. Ce n'est pas omplètement





〈β,∇∂tβ〉 − 2h|β|2 volgˆ
et on en déduit le orollaire. ✷
Nous avons maintenant fait un premier pas dans la démonstration de la
proposition 3.13 grâe au orollaire suivant :
Corollaire 3.16. Il existe une onstante c > 0 et T susamment grand, tels
que pour toute 1-forme lisse β sur le bout parabolique ompatié B nulle en
t = T on ait ∫
t≥T
(|dβ|2 + |d∗jβ|2) volgj ≥ c∫
t≥T
|β|2volgj ,(22)
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les normes étant prises par rapport à la métrique gj . Cette inégalité est égale-
ment valable pour la métrique g, et pour une 1-forme β ∈ L21(g) dénie sur
B et nulle en t = T .
Démonstration. On applique le orollaire 3.15 sur [T, Tj ] × N pour la
métrique gj . Le terme de bord est nul par hypothèse pour t = T . Il est nul
également pour t = Tj ar le volume de ette tranhe est égal à 0. Dans
le as de la métrique g on fait tendre Tj vers l'inni et le terme de bord
orrespondant tend vers 0 ar β ∈ L21. On en déduit le orollaire par la
formule de Bohner ∆ = ∇∗∇+Ric en intégrant par parties. ✷
Démonstration de la proposition 3.13 . supposons la proposition fausse ;
on en déduit une suite de 1-formes βj est orthogonales aux formes gj-har-
moniques telles que ‖βj‖L2(gj) = 1, ‖dβj‖L2(gj) → 0 et ‖d∗jβj‖L2(gj) →
0. Puisque ‖βj‖L2(gj) est bornée on peut en extraire une limite faible β ∈
L21(g) sur tout ompat de M . La limite vérie néessairement ‖dβj‖L2(g) =
‖d∗gβ‖L2(g) = 0 et ‖β‖L2(g) = 1 ; β est don g-harmonique.
Montrons maintenant que β est orthogonale aux formes g-harmoniques L2.
Soit γ une 1-forme g-harmonique L2 et γj les représentant gj harmoniques




〈βj , γj〉volgj =
∫
M\{t≥T}






















D'après le lemme 3.12 hoisir un T susamment grand tel que∣∣∣∣∫
t≥T
〈βj , γj〉volgj




D'après (23), on a
∣∣∣∫M\{t≥T}〈βj , γj〉volgj ∣∣∣ ≤ ǫ. Sur un ompat γj → γ et
βj → β au sens L2-fort par ompaité de l'inlusion L21 →֒ L2 ; en faisant
tendre j vers l'inni∫
M\{t≥T}




et il est faile d'en déduire que β est orthogonale à γ. Finalement β est à la
fois harmonique et orthogonale aux formes harmoniques don β = 0.
Nous allons voir maintenant que nos hypothèses impliquent une ontra-
dition. Choisissons un T > 0 susamment grand an d'être dans le adre
du orollaire 3.16. Soit χ(t) une fontion ut-o valant 1 sur le ompat
M \ {t ≥ T} et 0 hors d'un ompat. Alors on déoupe les βj en
‖βj‖2L2(gj) = 1 ≤ 2‖χβj‖2L2(gj) + 2‖(1 − χ)βj‖2L2(gj),
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an d'appliquer 3.16 à (1− χ)βj :
c‖(1− χ)βj‖2L2(gj) ≤ ‖d(1 − χ)βj‖2L2(gj) + ‖d∗j (1− χ)βj‖2L2(gj)
≤ ‖dβj‖2L2(gj) + ‖d∗jβj‖2L2(gj) + 2‖(∂tχ)βj‖2L2(gj).
Puisque, βj onverge vers β = 0 au sens L
2
-fort sur tout ompat de M et
que par hypothèse ‖dβj‖L2(gj) et ‖d∗jβj‖L2(gj) tendent vers 0, il en résulte
que ‖βj‖L2(gj) tend vers 0, e qui ontredit l'hypothèse ‖βj‖L2(gj) = 1. ✷
3.3.4. Convergene des 2-formes harmoniques. Comme dans le as des 1-
formes, on va utiliser l'inégalité de Poinaré du lemme 3.14 an d'étudier la
onvergene des représentants gj-harmoniques d'une lasse de ohomologie
xée.
Proposition 3.17. Soit une lasse de ohomologie b ∈ H2DR(M ). La suite
γj de ses représentants gj-harmoniques sur M onverge sur tout ompat de
M vers un représentant g-harmonique L2 de b.
Plus préisément : soit un représentant w de b égal à λvolCP
1
près de
l'inni sur le bout parabolique de M (ave λ ∈ R). On érit alors γj =
w + dβj , où βj est une 1-forme lisse sur M orthogonale aux formes gj-
harmoniques et telle que d∗jβj = 0. Alors βj onverge sur tout ompat de
M vers une 1-forme β dans L21(g) orthogonale aux formes g-harmoniques L
2
,
telle que γ = w + dβ soit g-harmonique, d∗gβ = 0 et ‖β‖L21 ≤ c‖w‖L2(g),
où c > 0 est un onstante xée.
Démonstration. L'ériture de γj sous la forme ω+dβj relève de la théorie
de Hodge élémentaire sur M et du lemme de Poinaré 3.5. On remarque
dans un premier temps que la forme volCP
1
est harmonique relativement aux
métriques gˆ et gˆj . On en déduit le lemme suivant pour le métriques g et gj :
Lemme 3.18. Quel que soit ǫ > 0, il existe T susamment grand tel que∫
t≥T
|d∗gvolCP1 |2volg ≤ ǫ et
∫
t≥T
|d∗jvolCP1 |2volgj ≤ ǫ.
Par hypothèse, γj = w + dβj est gj-harmonique, don d
∗jdβj = −d∗jw.
En intégrant ontre βj , puis par inégalité de Cauhy-Shwarz, il vient
‖dβj‖2L2(gj) = −
∫
〈βj , d∗jγ〉volgj ≤ ‖βj‖L2(gj)‖d∗jw‖L2(gj) ;
par l'inégalité de Poinaré de la proposition 3.13, on en déduit que
‖βj‖2L2(gj) ≤ c‖dβj‖2L2(gj) ≤ c‖βj‖L2(gj)‖d∗jw‖L2(gj).
D'après le lemme 3.18, ‖d∗jw‖L2(gj) est uniformément bornée, e qui entraîne
que ‖βj‖L2(gj) puis que ‖dβj‖L2(gj) sont uniformément bornées. Comme de
plus d∗jβj = 0, on en déduit que ‖βj‖L21(gj) est uniformément bornée. À
partir de là, on peut extraire une limite faible β ∈ L21 de βj sur tout ompat
de M et terminer la démonstration omme dans le lemme 3.11.
Seul le fait que la limite β soit orthogonale aux formes g-harmoniques
L2 n'est pas omplètement évident. Fixons une lasse de ohomologie b ∈
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HL2(M). Soit ωj la suite de ses représentants gj−harmoniques et ω le représen-




puisque la suite de gauhe est identiquement nulle par hypothèse, on en
déduira que γ est orthogonale à toute forme g−harmonique L2. À e point,
nous avons besoin d'un nouveau lemme tehnique :
Lemme 3.19. Pour tout ǫ > 0, et toute lasse de ohomologie b ∈ H2L2(M),
il existe un T susamment grand tel que ave les notations de 3.17, on ait∫
t≥T




Démonstration du lemme . En utilisant le lemme 3.18, on en déduit








, pour tout j.
En intégrant par parties, il vient :∫
t≥T































Puisque βj onverge vers β au sens C
∞
sur tout ompat de M , le terme∫
t=T βj∧∗jdβj onverge vers
∫
t=T β∧∗dβ lorsque j tend vers l'inni ; omme
β ∈ L21(g), en utilisant la formule (25) pour la métrique g et le lemme 3.18, on
peut hoisir une tranhe t = T près de l'inni telle que | ∫t=T β ∧∗dβ| ≤ ǫ/4.
Don pour j susamment grand | ∫t≥T βj ∧ ∗dβj | ≤ ǫ/2, d'où le lemme. ✷
Fin de la démonstration de la proposition 3.17 : omme ‖βj‖L2(gj) est















∣∣∣∫M\K〈γj , βj〉volgj ∣∣∣ ≤ ǫ2 . On déoupe les intégrales de (24) en
deux moreaux suivant M \K où on à le ontrle i-dessus et suivant K où
la onvergene de ωj et de γj est C
∞
; on en déduit failement (24). ✷
Convergene à l'inni. Les représentants gj-harmoniques γj et ωj de deux
lasses ohomologie xées de H2L2(M) onvergent sur tout ompat de M
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vers les représentants g-harmoniques L2, γ et ω. Une autre onséquene
intéressante du lemme 3.19 est la suivante :∫
M
〈γj , ωj〉volgj →
∫
M
〈γ, ω〉volg lorsque j →∞.(26)
L'étoile de Hodge assoiée à g induit un déomposition des 2-formes g-
harmoniques L2 en leur partie autoduale et anti-autoduale. On en déduit
la déomposition orrespondante de H2L2(M) en
H2L2(M) = H
+g ⊕H−g .(27)
Par ailleurs nous avons les déompositions usuelles pour les métriques gj sur
la variété ompatiée M
H2DR(M) = H
+j ⊕H−j .
De (26), on déduit alors le orollaire suivant :
Corollaire 3.20. Soit une lasse de ohomologie b ∈ H2L2(M), alors
b+j → b+ et b−j → b−.
Démonstration. Soit (γj) les représentants gj-harmoniques de b et γ le
représentant g-harmonique L2. Soit (γ+)j les représentants gj-harmoniques
de b+. Par la proposition 3.17, la suite (γ+)j onverge sur tout ompat
vers son représentant g-harmonique qui est par hypothèse γ+. Pare que les
métrique gj onvergent vers g sur tout ompat on en déduit que γ
+j
j → γ+
sur tout ompat. Alors pour toute lasse de ohomologie a ∈ H2L2(M), en
notant ωj la suite de ses représentants gj-harmoniques, on a
(b+ − b+j) · a = [(γ+)j − γ+jj ] · [ωj] ≤ ‖(γ+)j − γ
+j
j ‖L2(gj)‖ωj‖L2(gj).
D'après la proposition 3.17, ‖ωj‖L2(gj) est borné ; on en déduit que (b+ −
b+j) · a→ 0 d'après (26). Puisque le up produit est une forme quadratique
non dégénérée, ei implique que b+− b+j tend vers 0 dans H2L2(M), d'où le
orollaire. ✷
4. Équations de Seiberg-Witten
Soit M une surfae omplexe à bouts paraboliques munie d'une métrique
g asymptotique au modèle loal gˆ. Nous ommençons par expliquer omment
généraliser la démonstration de LeBrun [L℄ à e adre de volume ni au 4.1,
puis omment obtenir une solution des équations de Seiberg-Witten pour g
par un proédé de onvergene au 4.3 dans le as où les poids des bouts
paraboliques vérient la ondition de rationalité.
4.1. Équations de Seiberg-Witten et bouts paraboliques. La surfae
omplexe M est munie d'une struture spinc anonique de bré déterminant
L = K−1M ave les brés de spineurs
W+ = Λ0,0M ⊕ Λ0,2M et W− = Λ0,1M
munis d'une ation de Cliord de TM .
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Soit g une métrique asymptotique au modèle loal sur M et A une onne-
xion unitaire surM . On en déduit un opérateur de Dira DA et les équations





où ψ ∈ Γ(W+) et q(ψ) est la partie dans trae de l'endomorphisme ψ⊗ψ∗. La
ourbure F+A est une forme imaginaire autoduale et agit par multipliation
de Cliord omme un endomorphisme hermitien sans trae, e qui donne un
sens à la deuxième équation.
4.1.1. Connexions L21. Sur les bouts paraboliques de M , le modèle loal de
métrique kählérienne gˆ induit une onnexion Aˆ sur le bré anti-anonique
K−1M que l'on étend par partition de l'unité au bré tout entier. On dénit
alors la lasse de Chern L2 du bré anti-anonique de M omme la lasse








Si A est une onnexion sur K−1M telle que A = Aˆ+a ave a et da ∈ L2, alors
L2c1 =
i
2π [FA]. En partiulier si g est une métrique de Kähler asymptoti-
que au modèle loal sur les bouts paraboliques de M , elle induit alors une
onnexion Ag sur K−1M telle que A
g − Aˆ ∈ L21 d'où L2c1 = i2π [FAg ].
4.1.2. Un lemme lef. Le lemme utilisé par LeBrun dans [L℄ pour démontrer
le théorème 2.4 a un analogue dans notre ontexte de volume ni à ondition
de faire des hypothèses de régularité à l'inni sur la solution des équations
de Seiberg-Witten (28).
Lemme 4.1. Supposons que les équations de Seiberg-Witten non perturbées
(28) sur M , assoiées à une métrique asymptotique au modèle loal g, ad-
mettent une solution (A,ψ) telle que ψ 6≡ 0, A = Aˆ + a, ave a ∈ L21, et













En outre, le as d'égalité est réalisé si et seulement si ∇Aϕ = 0 et s = cste <
0. Dans e as, g est une métrique de Kähler relativement à une struture
omplexe J induite par la métrique g et la forme de Kähler F+A /
√
2|F+A |.
Démonstration. Identique à elle à elle des surfaes ompates, basée
sur la formule de Lihnerowiz (f. [L℄), ar les hypothèses de régularité sur
(A,ψ) nous permettent de faire les intégrations par parties. ✷
4.2. Démonstration du théorème 2.4. Dans tout le 4.2,M = P(E)Σ est
une surfae réglée obtenue à partir d'un bré parabolique E . Pour simplier,
on supposera que M possède au moins un bout parabolique et on se référera
à [BB℄ et [L℄ pour les démonstrations dans le as ompat.
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4.2.1. Une antipodie sur M . Soit h la métrique hermitienne sur E adaptée
à la struture parabolique qui nous a permis de onstruire le modèle loal gˆ.
On en déduit une métrique de Fubini-Study sur haque bre de M et une
antipodie ξ : M → Σ, qui à haque point d'une bre de M assoie le point
diamétralement opposé. L'antipodie ξ est lairement une involution du bré
M → Σ renversant l'orientation et une isométrie pour le modèle loal de
métrique gˆ ; on déduit de ette dernière propriété que si g est asymptotique
au modèle loal, alors ξ∗g est également asymptotique au modèle loal et
que ξ agit don sur la ohomologie H∗L2(M).








Démonstration. Comme ξ est un diéomorphisme de M qui renverse
l'orientation, on en déduit que pour des 2-formes L2, γ1 et γ2,∫
M




Don pour a, b ∈ H2L2(M), on a ξ∗a · ξ∗b = −a · b ; autrement dit ξ ne fait
que hanger le signe de la forme d'intersetion. En utilisant le fait que ξ est
une involution, on en déduit que a · ξ∗a = 0. Puisque nous sommes dans la
situation b+2 = b
−
2 = 1, ette dernière identité implique le lemme. ✷







Démonstration. Soit une lasse de ohomologie a ∈ H+g
L2
(M). D'après
le lemme 4.2, ξ∗a ∈ H−g
L2
(M) ; soit γ le représentant L2, g-harmonique
anti-autodual de ξ∗a. Alors ξ∗γ représente a et 'est une forme L2, ξ∗g-
harmonique autoduale, d'où a ∈ H+ξ∗g
L2
(M). Les autres inlusions se démon-
trent de la même façon. ✷
4.2.2. Fin de la preuve. Voii maintenant une proposition essentielle dont on
déduit automatiquement que (M,gK) ≃ Σ×ρ CP1 (f. [L℄). Par le théorème
de Mehta-Seshadri, il en résulte que E est polystable e qui démontre le
théorème 2.4.
Proposition 4.4. Sous les hypothèses du théorème 2.4, le revêtement uni-
versel holomorphe riemannien de (M,gK) donné par H2 × CP1, muni de sa
métrique kählérienne standard à ourbure salaire onstante s = 2(c − 1).


















|W+|2 − |W−|2 volgK ,(30)
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où W± sont les parties autoduales et anti-autoduales du tenseur de Weyl.
Une surfae kählérienne est anti-autoduale si et seulement si s = 0 ; Main-
tenant, il est faile de aluler σ : pour ela, on peut quitte à hanger la
struture holomorphe du bré parabolique E → Σ supposer que 'est un -
bré paraboliquement stable. On en déduit une métrique de Kähler gˆ obtenue
par onstrution standard à ourbure salaire s = 0. Par la formule de trans-














Puisque gˆ est un produit loal de deux métriques de Kähler de ourbure
opposées sur des surfae de Riemann, elle est don onformément plate et
d'après (30) il en résulte que σ = 0. Finalement, on en déduit que W− = 0
pour la métrique gK et qu'elle est elle aussi onformément plate. Or une
surfae kählérienne onformément plate est n¢essairement un produit loal
de deux métriques kählériennes à ourbures salaires onstantes opposées
(X1, g1)×(X2, g2). En raison du omportement asymptotique de la métrique
l'un des fateurs doit être CP1 et l'autre H2. ✷
Démonstration dans le as où s < 0. On ommene par le lemme
Lemme 4.5. Sous les hypothèses du théorème 2.4 et en supposant que les
équations de Seiberg-Witten non perturbées assoiées à la métrique g = ξ∗gK
ont une solution (A,ψ) ave la régularité spéiée dans le lemme 4.1, on en
déduit que le revêtement holomorphe riemannien de M est égal à H2 ×CP1
muni de sa métrique standard.
Remarque : la n de et artile a pour but de la démontrer l'existene de
la solution (A,ϕ) (f. 4.3 et 4.4).
La métrique de Kähler à ourbure salaire onstante gK induit une on-


















































En appliquant le lemme 4.1 dans le as d'égalité, on en déduit que g est de
Kähler relativement à une struture omplexe J ompatible ave l'orienta-
tion deM . En prenant l'image réiproque de es strutures par ξ, il vient que
gK = ξ∗g est kählérienne relativement à une struture omplexe J1 = ξ
∗J
ompatible ave l'orientation inverse de M . En notant J0 la struture om-
plexe originelle sur M qui ommute ave J1 on dénit un automorphisme
de arré 1 de TM donné par J0J1. On obtient une déomposition paral-
lèle de TM en L0 ⊕ L1 suivant les espaes propres de J0J1. Finalement
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le revêtement universel holomorphe riemannien de (M,g) est un produit
(X1, g1) × (X2, g2). Puisque la ourbure salaire de gK est onstante et que
s(x1, x2) = s1(x1)+ s2(x2), on en déduit que s1 et s2 sont onstantes. Main-
tenant, en raison du omportement asymptotique de gK l'un des deux fa-
teurs doit être à ourbure setionnelle −1 et l'autre à ourbure setionnelle
c. ✷
4.3. Convergene des solutions des équations de Seiberg-Witten.
Notre objetif est maintenant d'obtenir une solution non rédutible aux
équations de Seiberg-Witten (28) pour une surfae omplexe réglée à bouts
paraboliques, ar 'est un outil entral dans la démonstration du théorème
2.4. Dans ette optique, nous montrons que l'on sait faire onverger une
suite de solutions des équations de Seiberg-Witten perturbées (32) pour les
métriques gj , vers une solution des équations non perturbées (28) pour la
métrique g = ξ∗gK. Plus généralement, le théorème de onvergene 4.7 s'ap-
plique à toute métrique g asymptotique au modèle loal sur une surfae
omplexe.
Nous supposerons pour don pour l'instant que M est une surfae om-
plexe à bouts paraboliques vériant la ondition α2 − α1 ∈ Q. Nous expli-
querons au 4.4 omment se passer de ette hypothèse. Pour simplier nous
supposons en outre que M possède exatement un bout parabolique, les dé-
monstrations s'étendant trivialement au as de plusieurs bouts. Soit g une
métrique sur M asymptotique au modèle loal gˆ et gj sont ses approxima-
tions lisses sur la ompatiation orbifold M =M ∪D, où D = CP1/Zq.
4.3.1. Compatiation du bré K−1M . Rappelons que près de D, on a revête-
ment loal à q feuillets de M donné par
pq : Ia/〈τ q〉 × CP1 → Ia/〈τ〉 × CP1
(x+ iy, [u˜ : v˜]) 7→ (x+ iy, [u˜e−iα1x : v˜e−iα2x]),
que l'on prolonge en un revêtement ramié pq : ∆a/q × CP1 → B tel que
pq({0} × CP1) = D.
Le bré en droites omplexes [D] assoié au diviseur D tel que c1([D]) est
le dual de Poinaré de D, est déni lassiquement à l'aide de deux ouverts
de trivialisation, l'un au dessus de M , l'autre au dessus de ∆a/q×CP1 (dans
le as des orbifolds, il faut se plaer sur le revêtement loal ramié pour que
la onstrution ait un sens). En utilisant les oordonnées (ξ = x+ iy, [u˜ : v˜]),
on reolle es deux trivialisations par la fontion de transition ρ = eix qui
est invariante sous l'ation de Zq et dénit ainsi un orbibré sur M . Notons
que le bré [D] restreint à M devient évidemment trivial.
On onstruit sur [D] des onnexions dénies expliitement, en utilisant les
notations de 3.1, par
Bj = d− iχj(∂tϕj)dθ.(31)
Cei dénit bien une onnexion lisse sur [D] puisque ∂tϕj = −1 près de [D]
d'où ρBjρ
−1 = d près de D. Alors la 2-forme ̟j =
i
2πFBj représente c1([D])
et par onstrution, la suite de onnexions Bj onverge sur tout ompat de
M vers la onnexion triviale.
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Plus préisément, la onnexion Aˆ sur K−1M s'érit sous la forme Aˆ = C + a,
où a est une 1-forme L21(g) sur M et C est une onnexion lisse sur le bré
L = K−1
M
⊗ [D]−1 dont la ourbure vérie près de D
FC = −icvolCP1 ,
ave c la ourbure de la métrique de Fubini-Study.
Démonstration. Dans le revêtement pq : ∆∗ × CP1 → B, la onnexion
de Chern sur le bré anti-anonique se déompose en A∆
∗ ⊗ AFS ave A∆∗
et AFS les onnexions de Chern sur les brés tangents de ∆∗ et CP1. Mais
A∆
∗
= d − ∂ ln(|dz|2) = d − ∂ ln(|z|2) − ∂ ln(ln2 |z|) et le dernier terme est
L21 ; on en déduit le lemme en utilisant la formule de PoinaréLelong. ✷
4.3.2. Équations perturbées pour les métriques gj . La ompatiation M
de M est une surfae omplexe ; elle est don munie d'une struture spinc
anonique de bré déterminant L0 = K
−1
M
ave pour brés de spineurs
W+ = Λ0,0M ⊕ Λ0,2M et W− = Λ0,1M.
Notons que ette struture spinc oïnide ave elle des équations non per-
turbée si on la restreint à M .
Chaque métrique gj sur M induit un opérateur de Dira modulo le hoix
d'une onnexion unitaire A sur L0 ; on dénit alors les équations de Seiberg-
Witten perturbées par
DAψ = 0
(FA − FBj )+gj = q(ψ),(32)
où ψ ∈ Γ(W+). Le groupe de jauge G =Map(M,S1) agit par
f · (A,ψ) = (A− 2df
f
, fψ)
sur l'espae des solutions des équations de Seiberg-Witten. D'après le lemme
4.6, [FA − FBj ] = −2iπc1(L0 ⊗ [D]−1) = −2iπL2c1 ; 'est préisément pour
ette raison que nous avons perturbé les équations et peut alors extraire
une solution des équations de Seiberg-Witten non perturbées assoiées à la
métrique g grâe au théorème suivant.
Théorème 4.7. Soit g, une métrique asymptotique au modèle loal sur M ,
et soit gj les métriques sur M qui approximent g. Soit C, la onnexion de
référene sur L = L0⊗[D]−1 déduite de la onnexion Aˆ à l'aide du lemme 4.6.
Supposons donnée une suite (Aj , ψj) de solutions des équations de Seiberg-
Witten perturbées (32) assoiées aux métriques gj . Alors, quitte à extraire
une sous-suite et à faire des hangements de jauge, les (Aj , ψj) onvergent
au sens C∞ sur tout ompat de M vers une solution (A,ψ) des équations
de Seiberg-Witten non perturbées (28) sur (M,g) telle que :
 A = C + a, où a est une 1-forme L21(g), vériant d
∗ga = 0.
 ψ ∈ L21(g).
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4.3.3. Contrle C0. Le premier pas dans la démonstration du théorème 4.7
est un résultat de ontrle C0 uniforme sur ψj :
Lemme 4.8. Il existe une onstante K telle que pour tout j et pour toute
solution (Aj , ψj) des équations de Seiberg-Witten perturbées assoiées à la
métrique gj , on ait |ψj | ≤ K.
Pour le voir il faut analyser la ourbure de Bj qui est expliite.





dt ∧ ϕjdθ + F bj ,
ave |F bj | bornée indépendamment de j.
Démonstration du lemme 4.8. Par la formule de Lihnerowiz





























dt ∧ ϕjdθ + F bj ,
ave s
gj
b et |F bj | uniformément bornées. Par ailleurs (dt ∧ ϕjdθ)+j agit par
produit de Cliord surW+ ave des valeurs propres±i, ϕ−1j ∂2t ϕj reste bornée
supérieurement mais pas inférieurement don l'équation (33) peut s'érire
sous la forme


















est un opérateur dont les valeurs propres sont 0 et −ϕ−1j χj∂t2ϕj . L'opérateur
linéaire P bj est uniformément borné. Il en résulte que la partie négative de
ses valeurs propres de Pj + P
b
j reste bornée inférieurement.
On peut maintenant démontrer le lemme en utilisant le prinipe du max-
imum : si x0 ∈ M un maximum loal de |ψj |2, alors ∆gj(|ψj |2)(x0) ≥ 0.
Or d'après l'identité ∆gj(|ψj |2) = 2Re〈∇∗Aj∇Ajψj , ψj〉 − 2|∇Ajψj |2, on en
déduit qu'il existe une onstante κ > 0 telle que
0 ≥ −κ|ψj(x0)|2 + 1
2
〈q(ψj)ψj(x0), ψj(x0)〉 = −κ|ψj(x0)|2 + 1
4
|ψj(x0)|4,
d'où |ψj(x0)|2 ≤ 4κ. ✷
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4.3.4. Convergene des onnexions. Notons Cj = Aj ⊗B−1j la suite de on-
nexions dénies sur L. On utilise la jauge donnée par la onnexion C de
référene du lemme 4.6 et on érit
Cj = C + βj + µj ,
où µj est une 1-forme gj-harmonique, et βj , une 1-forme orthogonale aux
formes gj-harmoniques.
Convergene de la partie harmonique. D'après le théorème des oeients
universels, valable pour les CW−omplexes et en partiulier pour les orb-
ifolds, H1(M,Z) est un réseau de H1(M,R) et nalement le quotient
H1(M,R)/H1(M,Z)
est un tore ompat. Par ailleurs, les omposantes onnexes du groupe de
jauge Map(M,S1) agissent omme le réseau iH1(M,Z) sur les lasses de
ohomologie de iH1(M,R). On en déduit que quitte à faire agir le groupe de
jauge sur les solutions des équations de Seiberg-Witten (Aj , ψj), on peut
supposer que les lasses de ohomologie dénies par µj restent bornées ;
quitte à extraire une sous-suite de (Aj , ψj), on peut don supposer que [µj]
onverge. D'après la proposition 3.11, il en résulte que µj onverge au sens
C∞ sur tout ompat de M , vers une forme g-harmonique L2.
Convergene de la partie orthogonale aux formes harmoniques. Pour om-
mener on peut quitte à faire des hangements de jauge dans la omposante
onnexe de l'identité, e qui n'aete pas l'argument préédent, on peut se
plaer dans une jauge de Hodge telle que d∗jβj = 0. Puisque (Aj , ψj) est




= (FC + dβj)
+j = q(ψj),
d'où d+jβj = q(ψj) − F+jC . Le lemme 4.8 donne alors une borne C0 sur




D, elle admet également une borne C0 ; en utilisant le fait que le volume des
métriques est uniformément borné par le lemme 3.2, on en déduit une borne
uniforme sur ‖d+jβj‖L2(gj). Sur une variété ompate
2‖d+jβj‖2L2(gj) = ‖dβj‖2L2(gj) ;
alors, d'après la proposition 3.13
c‖βj‖2L2(gj) ≤ ‖dβj‖2L2(gj).
Finalement, Par onséquent, ‖βj‖L2
1
(gj) est uniformément borné et on peut
extraire une limite faible sur tout ompat β ∈ L21(g) de βj orthogonale aux
formes g-harmoniques L2 et vériant d∗gβ = 0.
En onlusion, les onnexions Cj = C+µj+βj onvergent au sens L
2
1-faible
sur tout ompat deM vers une onnexion A = C+a ave a = µ+β ∈ L21(g).
Par onstrution, Bj onverge vers la onnexion triviale sur tout ompat de
M ; on en déduit que Aj onverge également vers C sur tout ompat.
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Convergene de la partie spineur. Comme dans la démonstration du lemme
4.8, on érit la formule de Lihnerowiz sous la forme




où P bj est un opérateur uniformément borné, et P
b
j un opérateur dont la partie
négative des valeurs propres est uniformément minorée. Alors, il existe une
onstante κ > 0 telle que −〈(P bj + Pj)ψj , ψj〉 ≤ κ|ψj |2 ; en intégrant sur M
la formule (34) ontre ψj , on obtient le ontrle





|ψj |4volgj ≤ κ‖ψj‖2L2(gj).
Des bornes uniformes C0 sur ψj et sur le volume des métriques gj , on déduit
alors une borne uniforme sur ‖∇Ajψj‖L2(gj). On peut don extraire de ψj
une limite faible sur tout ompat ψ telle que ψ,∇Cψ ∈ L2(g). Finalement,
(A,ψ) est obtenue omme une limite faible sur tout ompat de solutions
des équations de Seiberg-Witten perturbées (Aj , ψj). Or Bj tend vers la
onnexion triviale sur tout ompat deM il en résulte que (A,ψ) est solution
à la limite des équations de Seiberg-Witten non perturbées (28).
Une fois es ontrles L21 obtenus, un proédé lassique de bootstrap-
ing utilisant l'elliptiité des équations de Seiberg-Witten modulo l'ation du
groupe de jauge montre que la onvergene est en réalité C∞ sur tout om-
pat de M (f. [Mo℄).
4.4. Cas irrationnel. Nous allons maintenant expliquer omment généraliser
le théorème 2.4 dans le as d'une métrique asymptotique à un modèle Bα1,α2a
dont les poids sont tels que vérient α2−α1 6∈ Q. Dans e as, le revêtement
p : Ia × CP → B ne se fatorise pas (f. lemme 2.5 et orollaire 2.6), la
ompatiation naturelle du bout parabolique devrait être un quotient par
Z sur lequel nous ne disposons pas d'un théorème de líndie approprié pour
développer une théorie de Seiberg-Witten (f. [Ka℄ pour les orbifolds).
Pour éviter e problème, nous allons faire bouger les poids, an d'obtenir
des modèles gˆj vériant la ondition de rationalité et qui approximent gˆ sur
tout ompat de M . En reollant g aux diérents modèles gˆj , nous en dé-
duirons des approximations par des métriques gj ; par e qui préède nous
pourrons extraire des solutions des équations de Seiberg-Witten pour es
métriques que nous ferons onverger à leur tour vers une solution des équa-
tions pour la métrique g.
4.4.1. Approximation dans le as irrationnel. Rappelons que la onstrution





et il apparaît lairement que gˆ dépend de façon C∞ du hoix des poids sur
un ompat de M . On hoisit don une suite de poids (αj1, α
j
2) qui tend vers
(α1, α2), telle que α
j
2 − αj1 ∈ Q et on note gˆj le modèle loal assoié. En
reprenant les notations de 3.1.2, on pose
gj = (1− χj)g + χj gˆj .
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On fait en sorte que les poids onvergent susamment vite de sorte que les
métriques gˆj soient très prohes de gˆ au sens C2 sur l'anneau j ≤ t ≤ j + 1.
Remarque : la métrique gj est évidemment asymptotique au modèle loal
gˆj et tout e qui onerne le as rationnel s'applique à elle. Par ailleurs,









j ⊗ [Dj ]−1).
4.4.2. Convergene des 1-formes harmoniques. On a une inégalité de Poinaré
uniforme pour les fontions qui est l'analogue du lemme 3.9 :
Lemme 4.10. Il existe une onstante c > 0, telle que pour toute métrique
gj et toute fontion f ∈ L21(gj) vériant
∫
M fvol
gj = 0 on ait∫
M




Démonstration. On refait la démonstration du lemme 3.9 à l'identique. Il
n'y a que deux points à vérier pour que les arguments s'appliquent bien : le
lemme 3.2 est valable pour les métriques gj et les onstantes qui interviennent
dans le lemme 3.4 ne dépendent que de la onstante h0 qui est la même pour
toutes les métriques gˆj , e qui n'est pas diile. ✷
On déduit du lemme 4.10 par une démonstration presque identique à elle
de la proposition 3.11 l'analogue suivant :
Proposition 4.11. Soit b ∈ H1L2(M) et γj la suite de ses représentants gj-
harmoniques L2. Alors γj onverge au sens C
∞
sur tout ompat de M , vers
le représentant g-harmonique L2 de b.
4.4.3. Inégalité de Poinaré pour les 1-formes. An de généraliser les ré-
sultats de onvergene obtenus pour les 1-formes dans le as rationnel, on
ommene par montrer que la onstante T du lemme 3.14 peut être hoisie
indépendamment de la métrique gˆj . Notons gˆjk les approximations sues-
sives suivant la méthode exposée au 3.1 de haque métrique gˆj , on a alors
le lemme suivant :
Lemme 4.12. Il existe une onstante T susamment grande telle que le
lemme 3.14 soit vérié pour toutes les métriques g = gˆ, gˆj ou gˆjk.
Démonstration. La seule modiation à apporter dans la démonstration
du lemme 3.14 onerne l'argument utilisant les séries de Fourier : omme
(αj2 − αj1) =
rj
qj
→ (α2 − α1) 6∈ Q,
ei entraîne que qj explose ; plus géométriquement, les orbites de Xθ pour la
métrique g limite ne se referment pas et s'enroulent sur un tore. Nous allons
don raner l'argument en utilisant les séries de Fourier sur le tore.
En reprenant les notations de la démonstration du lemme 3.14 la métrique
g s'érit en oordonnées loales sur le bout parabolique
g = dt2 + ϕ2(t)dθ2 +
4/c
(1 + |u|2)2 |du− iαudθ|
2, où α = α2 − α1.
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En utilisant les oordonnées polaires u = ρeiθ2 , on alule
g = dt2 + e−2tdθ2 +
4/c
(1 + ρ2)2
(|dρ|2 + ρ2|dθ2 − αdθ|2)
et Xθ = ∂θ+α∂θ2  notons que (dθ, dρ, dθ2) est une base duale de (Xθ, ∂ρ, ∂θ2).
Les orbites de Xθ s'enroulent sur les tores
T (t0, ρ0) = {(t, ρ, θ, θ2)/t = t0 et ρ = ρ0}.






on en déduit que





La diulté dans le as où α est irrationnel provient du fait que l'ensemble
des valeurs prises par k + lα s'aumule en 0. Notons tout d'abord que
l →∞ et k →∞ lorsque k + lα→ 0.
Remarque : dans le as de la métrique gˆj , on a αj2 −αj1 = αj = rjqj → α 6∈ Q.
Alors, pour tout K > 0, il existe un ǫ > 0 susamment petit, tel que pour
j susamment grand on ait |k + αj l|2 ≤ ǫ ⇒ k, l ≥ K. En eet, si ette
assertion était fausse, ei impliquerait α ∈ Q, e qui est ontraditoire. On
vériera en vertu de ette remarque que tout e que nous dirons dans la
suite de ette démonstration s'applique également aux métriques gˆj et gˆjk en
hoisissant j et k susamment grands.
Maintenant







f = ∂θ2 · f(dθ2 − αdθ) + ∂ρ · fdρ est une somme de termes
orthogonaux, on en déduit que que
|dCP1f |2 ≥ 4/c(ρ + 1/ρ)2|∂θ2 · f |2 ≥ 4/c|∂θ2 · f |2.(35)
On déompose l'espae des fontions sur le tore en l'espae des fontions
presque invariantes suivant Xθ et son orthogonal
Invǫ = 〈ei(kθ1+lθ2) / |k + αl|2 ≤ ǫ〉, Inv⊥ǫ = 〈ei(kθ1+lθ2) / ǫ < |k + αl|2〉.
Pour tout K > 0 il existe un ǫ susamment petit, tel que la déomposition
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Revenons à l'inégalité (21) de la démonstration du lemme 3.14 :∫
N
|∇β|2 +Ricg(β, β) ≥
∫
N
|∇∂tβ|2 + |ϕ−1Xθ · f |2 + |ϕ−1Xθ · f2|2
− 4〈f, ϕ−1Xθ · f2〉+ |dCP
1
f |2 + |dCP1f2|2 ;
on voit don que pour f ∈ Invǫ, le terme mixte −4〈f, ϕ−1Xθ ·f2〉 est ontrlé
à l'aide de |ϕ−1Xθ · f2|2 et |dCP1f |2 d'après (35) et (36).
Supposons f ∈ Inv⊥ǫ . Alors∫
N











Puisque ϕ−2(t) ≥ e2t → +∞, on en déduit que pour t ≥ T , susamment
grand, le terme mixte est ontrlé par |ϕ−1Xθ · f |2 et |ϕ−1Xθ · f2|2. ✷
On en déduit l'analogue de la proposition 3.13 :
Proposition 4.13. Il existe une onstante c > 0 telle que pour toutes les
métriques gj , et toute 1-forme β ∈ L21(gj), orthogonale aux formes gj-har-
moniques L2, on ait :∫
M




4.4.4. Convergene des 2-formes harmoniques. Soit une lasse de ohomolo-
gie b ∈ H2L2(M). À l'aide du lemme de Poinaré 3.5, on ommene par
hoisir un représentant γ ∈ L2(g) égal à λvolCP1 sur le bout parabolique. On
en déduit une suite de représentants γj ∈ L2(gj) via l'isomorphisme du du
orollaire 3.7 tels que ‖γj‖L2(gj) soit borné et γj onverge vers γ au sens C∞
sur tout ompat de M .
On peut érire le représentant gj−harmonique wj ∈ L2(gj) de b sous la
forme wj = γj+dβj , où βj ∈ L21(gj) est une 1-forme orthogonale aux formes
gj-harmoniques L2 qui vérie d∗jβj = 0. Grâe à l'inégalité de Poinaré de
la proposition 4.13, on en déduit par une démonstration similaire à elle de
la proposition 3.17 :
Proposition 4.14. Soit une lasse de ohomologie b ∈ HL2(M). Soit Ωj la
suite de ses représentants gj-harmoniques L2. Alors Ωj onverge au sens C
∞
sur tout ompat de M vers le représentant g-harmonique L2(g) de b.
Chaque métrique gj induit une déomposition des formes gj-harmoniques







On démontre également failement l'analogue du orollaire 3.20
Corollaire 4.15. Soit une lasse de ohomologie b ∈ H2L2(M), ±j les pro-
jeteurs de H2L2(M) assoiés à la métrique g
j
et ± eux assoiés à g ; alors
b+
j → b+ et b−j → b−,
lorsque j tend vers l'inni.
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4.4.5. Convergene des solutions des équations de SeibergWitten pour les
métriques gj . Il faut ommener par xer des onnexions de référene Cj




j ⊗ [Dj ]−1
Soit Aˆ la onnexion induite par gˆ sur K−1M et Aˆ
j
elles induites par les
métriques gˆj . Alors les onnexion Aˆj onvergent vers Aˆ au sens C1 sur tout
ompat de M par onstrution de gˆj . D'après le lemme 4.6, on peut don
onstruire alors une suite de onnexions Cj qui onverge sur tout ompat
M vers la onnexion Aˆ, lisses sur Lj et telles que ‖Cj − Aˆj‖L2(gj) et ‖FCj −
FAˆj‖L2(gj) soient bornés.
On démontre alors a l'analogue du théorème 4.7 suivant :
Théorème 4.16. Soit (Aj , ψj), une suite de solutions des équations de Seiberg-
Witten non perturbées assoiées aux métriques gj telles que
 Aj = Cj + aj , où aj ∈ L21(gj) est en jauge de Hodge d∗jaj = 0 et la
partie gj-harmoniques L2 de aj est uniformément bornée en ohomolo-
gie.
 ψj ∈ L21(gj) relativement à la onnexion Cj.
 ψj est uniformément bornée en norme C0.
Alors, quitte à extraire une sous suite, (Aj , ψj) onverge au sens C∞ sur
tout ompat de M vers une solution (A,ψ) des équations de Seiberg-Witten
non perturbées pour la métrique g telle que
 A = C + a, ave d∗a = 0 et a ∈ L21(g).
 ψ ∈ L21(g) relativement à C.
Démonstration. Notons que tout d'abord que la borne C0 du lemme 4.8
ne dépend pas non plus de j pour les métriques gjk ar la ourbure salaire
des métriques gj est uniformément bornée. Les hypothèses de régularité sur
(Aj , ψj) sont don justement elles qu'on peut faire si (Aj , ψj) a été obtenue
à l'aide du théorème 4.7.
Par ailleurs on a une borne uniforme sur [µj ], où µj est la partie gj -





,Z) an de faire onverger µjk. On peut quitte à extraire
une sous-suite supposer que [µj ] onverge et en déduire que µj onverge vers
une forme g-harmonique L2 grâe à la proposition 4.14.
Il est faile de faire onverger βj et ψj (f. th. 4.7) maintenant que nous
disposons de l'inégalité de Poinaré de la proposition 4.13 et de onnexions
de référene Cj adéquates. ✷
4.5. Calul de l'invariant de SeibergWitten. SoitM une surfae om-
plexe réglée obtenue à partir d'un bré parabolique E . Il nous reste prouver
l'existene de solutions des équations de Seiberg-Witten sur les ompat-
iations de M . Pour ela, on ommene par hoisir une métrique käh-
lérienne partiulière quitte à perturber la struture omplexe sur M pour
laquelle on sait que l'espae des module est onstitué d'un point sous la on-
dition degL < 0. Comme nous somme dans le as où b+2 = 1, l'invariant de
SURFACES KÄHLÉRIENNES DE VOLUME FINI 41
Seiberg-Witten ne dépend pas de la métrique sous une ondition de ham-
bre (38) e qui nous permet de trouver une solution des équations pour es
métriques.
4.5.1. Cas rationnel. Si les poids de la struture parabolique vérient la
ondition de rationnalité, on en déduit une ompatiation orbifold M .
Comme la ondition de stabilité est générique, on peut quitte à perturber la
struture holomorphe de E le supposer stable. On en déduit une métrique
kählérienne gˆ à ourbure salaire onstante s = 2(c − 1) < 0 dénie sur M .
Par onstrution, les approximations gˆj de gˆ sont kählériennes sur M et on
la même lasse de Kähler [ω]. Comme gˆ est kählérienne à ourbure salaire
onstante,




don degL = L2c1 · [ω] < 0 e entraîne que l'espae des modules des équa-
tions de SeibergWitten perturbées (32) sur (M, gˆj) s'identie à l'espae des
modules de ouples (A0,1, α) où A0,1 est une struture holomorphe sur le
bré L0 et α une setion holomorphe du bré trivial L0 ⊗ KM (voir [W℄) ;
la seule solution est le bré K−1
M
ave α la setion holomorphe standard du
bré trivial OM . On en déduit que pour toute métrique g sur M vériant
L2c
+g
1 · [ω] < 0,(38)
les équations de SeibergWitten perturbées on un invariant SW(g) = 1.
Soit gK une métrique kählérienne à ourbure salaire onstante s asym-















L2c1 · [ωK ]
[ωK ]2
,
e qui implique [ω] = [ωK].
Soit gK une métrique kählérienne sur M à ourbure salaire onstante
s < 0 asymptotique au modèle loal (dont les poids vérient la ondition de
rationnalité) Notons g = ξ∗gK, où ξ est l'antipodie sur M dénie au 4.2 et
gj la suite d'approximations de g. D'après le orollaire 3.20 et le lemme 4.3
L2c
+j




don d'après (37) pour j susamment grand,
L2c
+j
1 · [ω] < 0 ;
on en déduit que SW(gj) = 1 et que les équations de SeibergWitten pertur-
bées assoiées à la métrique gj admettent une solution (Aj , ψj). En utilisant
le théorème 4.7, on en déduit la solution reherhée des équation de Seiberg
Witten non perturbées assoiées à la métrique g = ξ∗gK.
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4.5.2. Cas irrationnel. Dans le as où le modèle loal gˆ ne vérie plus la
ondition α2−α1 ∈ Q, on approxime la métrique g = ξ∗gK par les métriques
gj dénies au 4.4 qu'on approxime à leur tour par des métriques lisses gjk
sur des ompatiations orbifold M
j
suivant le 3.1. D'après les orollaires
3.20 et 4.15, en notant ±jk les projeteurs des déompositions de H2L2(M)








pour j et k tendant vers l'inni. On en déduit, en utilisant le 4.5.1 que
les équations de SeibergWitten non perturbées assoiées à la métrique gj
admettent une solution via le théorème 4.7. On fait onverger à nouveau
ette suite vers une solution des équations pour la métrique g = ξ∗gK en
utilisant le théorème 4.16.
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